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 بِسْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ 

يَ رْفَعِ اللَّهُ الَّذِينَ آمَنُوا مِنْكُمْ وَالَّذِينَ أُوتُوا الْعِلْمَ دَرجَاتٍ }

 {وَاللَّهُ بِما تَ عْمَلُونَ خَبِير  

 صَدَقَ الله العَظيم
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 الإهــداء

 

ُىديُثمرةُجيديُالمتواضعُإلى:أُ 

ُأبيُالعزيزُرحموُاللهُوُأسكنوُفسيحُجنانو،،،

ُأميُالغاليةُأطالُاللهُبعمرىاُ،،،

ُنورُحياتيُفمذاتُكبديُأبنائي)رواد،ُيقين،ُمتاب(،،،ُ

ُسرُنجاحيُوسنديُزوجيُالغاليُ،،،ُ

ُإخوتيُوأخواتيُالأعزاءُرعاكمُاللهُمنُكلُمكروهُ،،،ُ

ُجميعُأعضاءُىيئةُالتدريسُبقسمُالرياضيات،،،

ُكلُمنُقدمُليُالعونُخلالُفترةُالبحثُوالدراسة،،،ُ
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 ـرـكـر وتقديـش

 

ُالحمدُوالشكرُللهُسبحانوُوتعالىُ،،،

 بكلُتقديرُواحترامُُأتقدمُبالشكرُالجزيلُوالعرفانُوعظيمُالتقديرُوالإمتنانُلأستاذيُالفاضلُ

ُأ.د.عمر عمى العيان

الذيُشرفنيُُبقبوولُالإشوراعُعموىُُبحثويُولمواُأبوداهُمونُتعواونُومتابعوةُولمواُقدمووُمونُتوجييواتُُ

ُم.ُُسديدةُفكانُلوُكبيرُالإسيامُفيُإنجازُبحثيُبالصورةُالتيُبينُأيديك
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106     
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ii.i.1.3.3 

96 
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 قائمة الرموز

 

ODE       Ordinary Differential Equation 

 

PDE       Partial Differential Equation 

 

W.E         Wave Equation 

 

B.C         Boundary Condition 
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N.B.C     Neumann Boundary Condition 

 

M.B.C     Mixed Boundary Condition 

 

I.C          Initial Condition 

 

                                  SVM       Separation Variables Method 

 

                                  EFM        EigenFunction Method 

 

                                  ADM       Adomian Decomposition Method 

  

                                  FDM       Finite Differences Method 
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 الملخص
 

ُُيتضمنُ ُوُىذا ُفيُبعد ُالموجة ُطرقُمختمفةالبحثُحمولُمعادلة ُوبعدينُباستخدام الطرقُ،ُاحد

ُالطرقُالعدديةوُ[EFM] وطريقةُمفكوكُالدوالُالذاتيةُُ[SVM]ُطريقةُفصلُالمتغيراتُالتحميمية

وباستخدامُبرنامجُالماتلابُثمُ،ُ[FDM]وطريقةُالفروقُالمنتييةُُ[ADM]طريقةُتحميلُأدوميان

ُبينُعمل ُُنتائجُمقارنة ُالعددية ُالطرق ُخلالُمعحمول ُومن ُالتحميمي)الفعمي( النتائجُُالحل

ُالمتحصلُعميياُوجدناُأنوُلاُيوجدُاختلاعُبينُالحمولُالتحميميةُوالعددية.ُ
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ABSTARCT  

 

This research includes solutions to the wave equation in one and two 

dimensions using different  methods, Analytical Methods Separation of 

variables method[SVM] and Eigen function's method[EFM]and  Numerical 

Method Adomian decomposition method[ADM],and Finite differences 

method[FDM]. by using Matlab program then comparison of the results 

was made between the solutions of the numerical solutions with the (exact) 

analytical solutions, and through the results obtained, we found that there is 

no difference between the analytical and numerical solutions. 

.…….             .  
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                                                                             Introductionمقدمة

وعمووىُهلوووُُ–محموودُبوونُعبووداللهُ–عمووىُسوويدُالمرسوومينُخوواتمُالأنبيوواءُوالصوولاةُوالسوولام،ُالحموودُللهُ   
ُ،،،ُُُُوصحبوُأجمعين

قووانينُنيووتنُوُُعادلةُالموجةُومعادلاتُماكسوويلمعظمُالقوانينُالطبيعيةُفيُالفيزياءُمثلُمإنُُُُُُ
لوووةُالمعوووادلاتُالتفاضوووميةُلمتبريووودُوغيرىووواُمووونُالقووووانينُوالمعوووادلاتُالوووبعضُمنيووواُيمكووونُكتابتيووواُبدلا

ظووواىرُالفيزيائيووةُب يجووادُالعلاقوواتُبووينُالفضوواءُ،ُوبعبووارةُأخوورنُفوو نُىووذهُالقوووانينُتصووعُالالجزئيووة
تمثولُأشوياءُوالمشتقاتُالجزئيةُبالنسبةُلمزمن،ُفالمشتقاتُالجزئيةُتظيورُفويُىوذهُالمعوادلاتُلكونيواُ

،ُوعميوُنحصلُعمىُمعادلاتُتربطُبينُمشتقاتُجزئيةُوغيرىا(ُوالقوةُعجمةالطبيعيةُ)مثلُالسرعةُوُ
 .]1[ُلكمياتُمجيولةُمرادُمعرفتيا

ُنموذجُمنُالظواىرُالفيزيائيةُالتويُتمثولُبمعادلوةُتفاضوميةُجزئيوةفيُىذاُالبحثُسنقومُبدراسةُُُُُُ
منُالرتبةُالثانيةُوىيُتصعُموجواتُالميواهُوتعبورُعونُانتشوارُالموجواتُالزائديُوُُمنُالنوعُُخطية

دادُأوُمعادلووةُامتووتعوورعُباسوومُ،ُلُالاشوواراتُالكيربائيووةُفوويُالكابوولالصوووتيةُوالكيرومغناطيسوويةُأوُنقوو
لمسووو لةُالقيموووةُالحديوووةُوالابتدائيوووةُ)مقارنوووةُبعوووضُالطووورقُالتحميميوووةُُعملُعموووىسووون،ُوُانتشوووارُالموجوووة

والطووورقُالعدديوووةُلمعادلوووةُالموجوووةُُفووويُبعووودُواحووودُوُبعووودينُومووونُىوووذاُُ(المتجانسوووةُوغيووورُالمتجانسوووة
ُ-المنطمقُسيتمُتقسيمُىذاُالبحثُإلىُأربعةُفصولُكالتالي:

العديدُمنُالتعريفاتُوالمفاىيمُالأساسيةُالتيُسنتطرقُإليياُأثناءُدراستناُليذاُُدرسنسُالفصل الأول
ُالبحث.

زُومنُأبرُُ،سيحتويُعمىُالطرقُالتحميميةُلحلُمعادلةُالموجةُفيُبعدُواحدُوبعدينُالفصل الثاني 
وطريقةُالدوالُُSeparation of variables method[SVM]ىذهُالطرقُطريقةُفصلُالمتغيرات

ُ ُُEigenFunction method[EFM]الذاتية ُالطرق ُىذه ُالأوستكون ُمن ُبالعديد مثمةُمدعمة
ُالمختمفة.

ــــث ُنايوووودومالأطريقووووةُمثوووولُالخطيووووةُُُلحوووولُمعادلووووةُالموجووووةُالطوووورقُالعدديووووةُسووووندرسُالفصــــل الثال
Adomian decomposition method[ADM]ُُالتويُقودمتُلأولُمورهُبواسوطةُالعوالمُجوورجُو
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وموونُذلووكُالحوينُتوومُتطبيووقُالطريقووةُلحولُالمعووادلاتُالتفاضووميةُوالتكامميووةُ،ُ(م1981)أدوميوانُسوونةُ
والكيميوواء،ُوموونُمميووزاتُىووذهُُوالطوبولوجيووالممسووائلُالخطيووةُوغيوورُخطيووةُفوويُالرياضووياتُوالفيزيوواءُ

غيوورُُأوانووتُخطيووةُأنوووُيمكوونُتطبيقيوواُلكوولُأنووواعُالمعووادلاتُالتفاضووميةُوالتكامميووةُسووواءُكُالطريقووة
ُ.[2]ُمعاملاتُثابتةُأوُمعاملاتُمتغيرةغيرُمتجانسةُذاتُُخطيةُمتجانسةُأو

ُمنتييووةقُالوُطريقووةُالفوورُُفوويُبعوودُواحوودُوبعوودينُالطريقووةُالأخوورنُالمسووتخدمةُلحوولُمعادلووةُالموجووةوُ
Finite difference method[FDM] التوويُتعوودُموونُأبسووطُالطوورقُوأقوودمياُلحوولُالمعووادلاتُو

كاليفورنياُفويُبعودُواحودُمونُالفضواءُُ(1707-17833اكتشفتُمنُقبلُالعالمُأويمر)التفاضميةُوقدُ
وبوووودأُظيورىوووواُفوووويُُ،1908كاليفورنيوووواُ(1856-1927)ُوامتوووودتُإلووووىُالبعوووودُالثووووانيُموووونُقبوووولُرانووووج

ُ.[3]ُتوضيحُىذهُالطرقُبالعديدُمنُالامثمةُالمختمفةُ،ُسيتميقاتُالعدديةُفيُأوائلُالخمسيناتالتطب

ُومقارنتيوواُفوويُبعوودُوبعوودينُالخطيووةُلمعادلووةُالموجووةُالتحميميووةُحمووولسوويناقشُنتووائجُالُُالفصــل الرابــع
ُبرنووامجُالموواتلابُوباسووتخدامُ،الطوورقُالعدديووةُييوواُموونمووعُالنتووائجُالمتحصوولُعمُختمفووةأمثمووةُمبعوودةُ

Matlabُصووووووووووووورةُجووووووووووووداولُوأشووووووووووووكالُبيانيووووووووووووةُالموضووووووووووووحةُفووووووووووويُسنوضوووووووووووحُمقارنووووووووووووةُالنتووووووووووووائج.
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 ُُُ                                                    Introductionمقدمة 1.1

الأساسووويةُالخاصوووةُبالمعوووادلاتُالتفاضوووميةُالجزئيوووةُسووونتطرقُفووويُىوووذاُالفصووولُإلوووىُبعوووضُالمفووواىيمُ
ُوالتحميلُالعددي.

                                          Fundamental concepts مفاهيم أساسية 1.1

 1.1.1تعريف

ُالعادية ُالتفاضمية ُعمىُُمعادلةُOrdinary Differential Equation[ODE]ُالمعادلة تعتمد
ُُمتغيرُمستقلُواحدُفقط،ُأيُلياُمشتقاتُمنُمتغيرُواحدُفقط.

ُ:ةُلممعادلةُالتفاضميةُالخطيةُوالصيغةُالعام

             
              

                               

ُ.[4]ُُ             وُ دوالُفيُالمتغيرُ    ،     حيثُ

 1.1.1تعريف 

تحتويُُتفاضميةُادلةوومعُPartial Differential Equation[PDE]ُةووزئيواضميةُالجوالتفُةالمعادلُ
ُعمىُدالةُواحدةُأوُأكثرُمنُالدوالُالمجيولةُوُمشتقاتياُالجزئية.

ُ ُالتووابعفوويُالمتغيوورُُالرتبووةُالثانيووةُموونالجزئيووةُالتفاضووميةُ معادلووةلمُالصوويغةُالعامووةُ،بشووكلُخوواصوُ
ُ:تكونُبالشكلُالاتيُ   والمتغيرينُالمستقمين

                               (           )         

ُ.ُ   دوالُمعمومةُبدلالةُُثوابتُأوُ      ،       حيثُ

ُمكافئ.ُذاتُنمطلتفاضميةُالجزئيةُتكونُمعادلةُف نُالمعادلةُاُ        ُإذاُكان

ُ.زائدُذاتُنمطُلتفاضميةُالجزئيةُتكونُمعادلةف نُالمعادلةُاُ        ُإذاُكان

ُ. [2]صناقُذاتُنمطلتفاضميةُالجزئيةُتكونُمعادلةُف نُالمعادلةُاُ        ُإذاُكان
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المعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُمنُالنوعُالزائديُوبالتحديدُمعادلةُُدراسةُعمىُسنقتصرفيُىذاُالبحثُ
ُالثانيةُومنُالنوعُالزائدي.ُرتبةمعادلةُتفاضميةُجزئيةُمنُالرُالتيُتعتبُالخطيةُالموجة

 3.1.1تعريف 

،Non-linearُُغيووورُخطيوووةُأوLinearُُخطيوووةمعادلوووةُإمووواُأنُتكوووونُُالجزئيوووةُالتفاضوووميةُةالمعادلووو
ُ.ُوجميعُمشتقاتوُتظيرُبصيغةُخطيةُ التابعُُفالمعادلةُالخطيةُيكونُالمتغير

ُُمثلا:فُ

ُ.معادلةُتفاضميةُجزئيةُخطية                  

ُ [5]. معادلةُتفاضميةُجزئيةُغيرُخطيةُُُُُُُ             

 4.1.1تعريف 

ُ:كالتاليأصناعُُعدةتصنعُالمعادلاتُالتفاضميةُالجزئيةُإلىُ

ُ،ُفمثلاالتفاضميةُالمعادلةمشتقةُفيُأعمىُرتبةُُوىي:ُالمعادلةُالتفاضميةُالجزئيةOrderُُرتبة -1

ُمنُالرتبةُالثانيةُُُُُُُُُُ         

ُمنُالرتبةُالأولىُُُُُُُُُُُُُُ        

ُ،ُفمثلا:وىوُعددُالمتغيراتُالمستقمةُعددُالمتغيراتُ -2

ُ.   ُمستقمينُذاتُمتغيرين            

ُالمعادلة،ُفالتجانس -3

                                                     

ُ،ُتكووووووووووووونُمتجانسووووووووووووة   أوُدوالُمعمومووووووووووووةُبدلالووووووووووووةُُثوابووووووووووووتُ             حيووووووووووووث
Homogenousُُيساويُصفرُلكلُُ      إذاُكانُالطرعُالأيمن   ُ.ُ
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ُثوابووووتُفعندئووووذُتسوووومىُ             إذاُكانووووتُُ(1المعادلووووةُ)ُفووووي:ُنوعيووووةُالمعوووواملات -4
ذاُلمُتكنُكذلكُتسمىُالمعادلةُذامعاملاتُثابتةُتالمعادلةُذا ُمعاملاتُمتغيرةُ.ُت،ُوا 

 5.1.1تعريف

ُلممعادلةُ ُالمناظرة ُالاختيارية ُالدوال ُمن ُالصحيح ُالعدد ُعمى ُيحتوي ُالذي ُالحل ُىو ُالتام الحل
ُالمتجانسةالت ُالخطية ُالجزئية ُيسميُحلُخاصفاضمية ُأخر ُوأيُحل ،ُparticular solutionُ

الحلُ،ُوالجديرُبالذكرُأنُوُمجموعُالحلُالتامُوالحلُالخاصىُ general solutionوالحلُالعامُ
المعادلاتُالتفاضميةُشروطُأخرنُُالخاصُلممعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُيجبُأنُيحققُإضافةُإلى

ُ.Initial conditions [6]والشروطُالابتدائيةBoundary conditionsُُىيُالشروطُالحدوديةُ

  6.1.1تعريف

ُقسمُعمىُالنحوُالتالي:نلممعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُتBoundary conditionsُُالشروطُالحدودية

ُ Dirichlet problem. ودُفالمس لةُتكونُمسالةُديرلشيتعمىُالحد  إذاُأعطيتُقيمةُالدالةُ .1
  إذاُأعطيوووتُالمشوووتقةُالاتجاىيوووةُ .2

  
مسووو لةُدودُفالمسووو لةُتكوووونُالاتجووواهُالعمووووديُعموووىُالحوووُيفوووُ

Neumann problemُُ . ُنيومان
 إذاُأعطيتُتركيبُخطيُلشرطيُديرلشيتُونيومانُ)مختمطة(ُ .3

  

  
فالمس لةُتكونُُ   

 .Robin problem [7]ُمس لةُروبن

 نظرية 

 ُإذاُكان

                

ُأيُتركيبُخطيُلمحمولُنالمتجانسةُف ادلةُالتفاضميةُالجزئيةُالخطيةُوُحمولُلنفسُالمعتمثلُ

   ∑     
 
   ُُ

النظريةُبقاعدةُبناءُُوتعرعُىذُكونُحلُلنفسُالمعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُ،،ُتثوابتُ  حيث
ُ.[8]ُالحمول
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 7.1.1تعريف
ُتكون:ُ     الدالةُُ   نفرضُأنُ

 إذاُكان:Even Functionُُدالةُزوجية .1
                                      

 إذاُكان:Odd Functionُُدالةُفردية .2
                      [ ]  

 8.1.1تعريف 

ُ+ُالشروطُالابتدائية( ُ+ُالشروطُالحدية ُالتفاضمية ُ)المعادلة ُكانتُُالمنظومة ُإذا تكونُمتجانسة
كانتُالمعادلةُالتفاضميةُُالمعادلةُالتفاضميةُوالشروطُالحديةُمتجانسةُ،ُوتكونُغيرُمتجانسةُإذاُ

ُ:فمثلاُ،يرُمتجانسةُأوُكلاىماُغيرُمتجانسأوُالشروطُالحديةُغ

   ثابت                      

                           
                                      

ُُ.[8]التفاضميةُالجزئيةمنظومةُغيرُمتجانسةُوعدمُالتجانسُموجودُفيُالمعادلةُتكونُ

 9.1.1تعريف

،ُ      لكلُ      إذاُكانتُ[   ]عمىُالفترةُتسمىُدالةُوزنُ    الدالةُالمكاممة
 [8]. ُ[   ]أيُفترةُجزئيةُلمفترةُعمى       ولكنُ

1.1ُ..1تعريف

غيوورُمتجانسووةُمووعُمعوواملاتُُمعادلووةُخارجيووةُىوويالُنقوووُمووعُالWave Equationُُمعادلووةُالموجووة
ُ:يكونُعمىُالصورةُلمعادلةُالموجةُثابتةُوالشكلُالعام

ُُمعادلةُالموجةُفيُبعدُواحد
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ُالموجةُفيُبعدينُمعادلة

                           

ُمعادلةُالموجةُفيُثلاثُأبعاد

                                 

 .[10]ُثابتُ ، تمثلُقونُخارجيةُ       و         و          حيثُ

 11.1.1تعريف

ُ.لبةأعدادُصحيحةُغيرُساُ   ليكنُ

ُكالتالي:Orthogonally Functions Propertiesُُالدوالُالمتعامدةُخاصيةُتعرع

∫                 ,
                   
 

 
                 

 

 

 

∫                 {

                     
 

 
                   

               

 

 

 

∫                     [  ]

 

 

  

 11.1.1تعريف

i. ُُيعرعُالمؤثرُالتفاضميُكالتالي

      
 

  
          

  

  
 

ُيكونُمؤثرُخطيُإذاُكانُ  المؤثرُالتفاضميُ
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ii. ُُيعرعُالمؤثرُالعكسيُكالتالي

  
      ∫       

  
      ∫       

ُومنُخصائصُالمؤثرُالعكسي

   [      ]    
     [    ]    

                         [ ]   

 13.1.1تعريف

منُمعادلةُتفاضميةُمتجانسةُمنُمنظومةُتتكونُ ىيSturm-Liouville منظومةُستورمُليوفيلُ
ُالرتبةُالثانيةُمعُشرطينُحديينُخطيينُمتجانسينُوتكتبُعمىُالصورة

 

  
(     

       

  
)  [          ]               

                      
                     

ُ      بالقيمُالذاتيةُوسيطُوُتسميُُ ،ُغيرُصفريةُُثوابتُحقيقيةُوُ    ,   ,   ُ  حيثُ
ُتسمىُبالدوالُالذاتية.

ُىي:ليوفيلُُ–معياريةُالمتعامدةُلمنظومةُستورموالدوالُالُ

        
 

 
       

   ‖      ‖  ∫               

 

 

 

ُ.[8]ُدالةُالوزنُ    حيث
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  1مثال

ُلممنظومةُالتالية:أوجدُالدوالُالذاتيةُالمعياريةُالمتعامدةُ

                           
                       

 الحل

ُحلُالمعادلةُالتفاضميةُيكون:

                        

ُنُنحصلُعمىيوبتطبيقُالشرطينُالحدي

          
  

                  

ُأيُأن

λ               

ُالذاتيةُتكونُُُوىكذاُالقيمُ

   
  

 
           

ُوالدوالُالذاتيةُتكون

          (
   

 
) 

ُىذاُيعنيُأنُالدوالُالذاتيةُالمعياريةُالمتعامدةُىيُ

      
 

 
   (

   

 
) 

ُحيثُأن



 

11 
 

   ∫    (
  

 
 )    

 

 

 
 

 
 

ُأيُأنُالدوالُالذاتيةُالمعياريةُالمتعامدةُىيُ

      √
 

 
   (

   

 
)            

 14.1.1تعريف

ف نُمتسمسمةُفورييوُلدالةُ،ُ      دالةُمتصمةُمقطعياُودوريةُعمىُالفترةُُ    إذاُكانتُ
ُتعرعُكماُيمي:ُ    

     
  

 
 ∑ *     (

   

 
)       (

   

 
)+

 

   

 

ُحيث

   
 

 
∫       

 

  

 

   
 

 
∫        (

   

 
)   

 

  

         

   
 

 
∫        (

   

 
)   

 

  

          [ ]  

 15.1.1تعريف

ُكانت .1 ُوُُدالةُ    إذا ُفردية ُالفترة ُعمى ُمقطعيا ُف ن     متصمة ُفورييوُُ، متسمسمة
ُتكون:ُ    مدالةُللدالةُالجيبُ

     ∑     (
   

 
)

 

   

 

ُحيثُأن
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∫        (

   

 
)   

 

 

           

،ُف نُمتسمسمةُُ     دالةُزوجيةُوُمتصمةُمقطعياُعمىُالفترةُُ    إذاُكانتُُ .2
ُتكون:ُ    لدالةُُالتمامُجيبفورييوُلدالةُ

     
  

 
 ∑     (

   

 
)

 

   

 

ُحيثُأن

   
 

 
∫       

 

 

 

   
 

 
∫        (

   

 
)   

 

 

           

 1مثال

ُ:أوجدُمتسمسمةُفورييوُلمدالة

              

 الحلُ

ُدالةُزوجيةُإذاُ ُ    حيثُأنُالدالةُ

     
  

 
 ∑     (

   

 
)

 

   

 

ُو

   
 

 
∫     
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∫      (

   

 
)   

 

 

   

   
           

     
 

        

     
 

     
  

 
 ∑

        

     
   (

   

 
)

 

   

           

 نظرية 

ف نُمتسمسمةُُ     دالةُمتصمةُمقطعياُعمىُالفترةُُ     ،ُدالةُمتصمةُ    إذاُكانتُ
ُفورييوُالعامةُتكونُ:

           

 
 ∑       

 

   

 

ُحيثُ

   ∫               

 

 

 

دالةُالوزنُ،ُوتعرعُىذهُالنظريةُبمفكوكُُ    ُوالُالذاتيةُالمعياريةُالمتعامدة،الدُ     و
ُ .[8]متسمسمةُفورييوُبدلالةُالدوالُالذاتية

 Taylor series                                             متسمسمة تايمور 3.1

ُالدالةُإلىُدالةُ   تابعُمستمرُوقابلُللاشتقاقُعندُجوارُ    ُليكن ،ُنستطيعُتقريبُىذه
 Taylor seriesمتسمسمةُتايمورُشكلُمتسمسمةُمتقاربةُوالتيُتسمىُبحيثُتكتبُعمىكثيرةُالحدودُ

ُوتعطىُبالصيغةُ: 

     ∑
     

  
      

 

   

 

ُأوُبصيغةُأخرن
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 1.3.1تعريف 

سمسمةُتبمُالمتسمسمةُتسمىعندئذُ،ُ   إذاُكانتُ  Taylor seriesفيُمتسمسمةُتايمور
ُالتيُت خذُالصيغةُ:  Maclaurin seriesماكمورين

     ∑
     

  
  

 

   

 

ُ:Maclaurin seriesُماكمورينُومنُالأمثمةُالم لوفةُلمتسمسمة

          ∑   

 

   

     
  

  
 

  

  
   

            ∑
          

       

 

   

   
  

  
 

  

  
   

            ∑
        

     

 

   

   
  

  
 

  

  
     [  ]  

 1.3.1تعريف 

ُ:يكونُ      أيُأنُُ عندُنقطةُتبعدُعنياُمسافةُصغيرةُُ    لدالةُُمفكوكُتايمور

                   
  

  
       

  

  
          

ُوب عادةُترتيبُالحدود

           

 
       

 

  
       

  

  
          

ُالحدودُالتيُتحتويُعمىُالمشتقةُالثانيةُصعوداُنحصلُعمى:وب ىمالُ
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ُ.Forward difference approximationُتقريبُالفرقُالأماميُىوىذاُماُيمس

 3.3.1تعريف

ُ      أيُأنُُ  بمسافةُُعندُنقطةُمجاورةُتقعُقبلُالنقطة     مفكوكُتايمورُلدالةُ
ُيكون

                   
  

  
       

  

  
          

ُوب عادةُترتيبُالحدود

           

 
       

 

  
       

  

  
          

ُوب ىمالُالحدودُالتيُتحتويُعمىُالمشتقةُالثانيةُصعوداُنحصلُعمى:

      
           

 
      

ُ.Backward difference approximationُتقريبُالفرقُالخمفيُىوىذاُماُيمس

 4.3.1تعريف

ُعمىُالتواليُيكونُ      ،      عندُنقطتينُوىماُ    ُلدالةُمفكوكُتايمورُ

                   
  

  
       

  

  
                  

                   
  

  
       

  

  
                

ُ(ُنحصلُعمى2(ُمنُ)1بطرحُالمعادلةُ)

                      
  

 
        

ُوب ىمالُالحدودُالتيُتحتويُعمىُالمشتقةُالثانيةُصعوداُنحصلُعمى:
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ُ.Central difference approximationالمركزيُُالفرقتقريبُُىوىذاُماُيمس

 5.3.1تعريف

،ُولنجدُمفكوكُتايمورُ    لن خذُالدالةُلمحصولُعمىُتعبيرُرياضيُتقريبيُلممشتقةُالثانيةُ،ُ
ُ:      وُُ      عندُنقطتينُوىماُ

                   
  

  
       

  

  
                 

                   
  

  
       

  

  
                 

ُ(ُنحصلُعمى2)(ُو1بجمعُالمعادلتين)

                   

  
        

  

  
         

  وب ىمالُالحدودُ

  
ُصعوداُنحصلُعمى:ُ  

       
                   

  
        [ ] 



 

 

 

 

 
 الفصل الثاني

ُ

  الدوال الذاتية(-فصل المتغيرات(الطرق التحميمية
Analytical Methods(Separation of variables-Eigen function's)
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                                                                     Introduction مقدمة 1.1

فوويُبعوودُواحوودُوفوويُميميووةُلحوولُمعادلووةُالموجووةُالخطيووةُبعووضُالطوورقُالتحُفوويُىووذاُالفصوولُسووندرس
ومنُأىمُُ،متجانسةُأوُغيرُمتجانسةبعدينُسواءًُكانتُمتجانسةُأوُغيرُمتجانسةُوالشروطُالحديةُ

وبالتوواليُيمكوونُالحصووولُعمووىُحوولُمعادلووةُُ مميووزاتُالطوورقُالتحميميووةُأنوووُيمكوونُتعميميوواُإلووىُالبعوود
ُ:الموجةُفيُأيُبعدُومنُأبرزُىذهُالطرق

 ُطريقةُفصلُالمتغيراتSeparation of variables method[SVM]ُ
 الذاتيةُطريقةُمفكوكُالدوالEigen function's method[EFM]  

 طريقة فصل المتغيرات لحل معادلة الموجة المتجانسة في بعد واحد 1.1

تعتبرُطريقةُفصلُالمتغيراتُالطريقةُالأساسيةُلحلُمعادلةُالموجةُالمتجانسةُذاتُالشروطُالحديةُ
ُُ،المتجانسة ُأحيانا ولتوضيحُُفكرةُُالةُالشروطُالحديةُغيرُالمتجانسفيُحوُيمكنُالمجوءُإلييا

ُالحلُبفصلُالمتغيراتُندرسُالحالاتُالتالية

 معادلة الموجة المتجانسة والشروط الحدية المتجانسة 1.1.1

ُنوعُالشروطُالحديةُحسبُوذلكُندرسُالحالاتُالاتيةُلمعادلةُالموجةُمنُىذاُالنوع

(i)                                    شرط ديرشليت الحذودي Dirichlet boundary condition 

 1مثال

ُالتالية:ُمعادلةُالموجةلُناقشُح

                                     
                                                          ُُُ

                                                                ُُُ

ُثوابت.ُ   حيثُ

 الحل
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 الخطوة الأولى 

ُالحلُيكونُعمىُالصورةُننفرضُأ

ُُُُُُ                         

ُ.ُُ  دالةُفيُُ    وُ دالةُفيُُ    حيثُ

ُ(ُنحصلُعمى1ُ)ُفيُالمعادلة       بالتعويضُعن

                        

ُنتحصلُعمىُُ          بالقسمةُعمىُ

      

      
 

      

    
              

(ُيعتموودُعمووىُمتغيوورُمسووتقلُواحوودُفقووطُلووذلكُكوولاُموونُطرفوويُالمعادلووة3ُ)ُكوولُموونُطرفوويُالمعادلووة
ُ. يساويُ

      

      
 

      

    
   

ُوبالتاليُنحصلُعمى

                          (4)                    ُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ(5ُُُُ)ُُُُُُُُ                ُ

ُ:تظيرُثلاثُحالاتُ وتبعاًُلثابتُ

ُُ   عندماُُالحالة الأولى

ُ(ُيكون4ُحلُالمعادلةُ)

         
            

ُثوابت.ُ   و  حيثُ
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ُُُطينُالحديين.وبتطبيقُالشرُ

                  

ُوىذاُيعنيُأنُأحدىماُعمىُالأقلُيساويُصفر.ُ

ُوبالمثلُُ      إذاًُُ   ،ُُ      لأنياُأحدُعواملُُ      ُوحيثُأن

                  

ُوىذاُيحققُ      ،ُف نُُ      إذاًُ

                      
                             

       

ُ.ُفقطُنحصلُعمىُحلُصفريُ         وبالتاليُ      أيُأنُ

ُُ    ،ُنفرضُأنُ   عندماُُالحالة الثانية

                

ُوُالحلُالعامُلياُيكونُ

                

ُوبتطبيقُالشرطينُالحدينُ

                    

      [        ] 

      [        ]    
     

          

ُ.فقطُنحصلُعمىُحلُصفريُ         وبالتاليُُ
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 عددُحقيقي.ُ حيثُُ     ،ُبوضعُ   عندماُُالثالثةالحالة 

ُ(ُنحصلُعمى5ُ(ُوالمعادلةُ)4فيُالمعادلةُ)ُ وبالتعويضُعنُقيمةُ

                       (6)                 ُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُ(7)ُُُُُُُُُُُ                 ُ

ُ(ُيكون6ُالحلُالعامُلممعادلةُ)

ُُُُُُُُُُُُُُُُُ(8ُُُُُُُُُ)                      ُ

ُثابتين.ُ  ،  حيثُ

 الخطوة الثانية 

ُ(ُنحصلُعمى8فيُالمعادلةُ)ُ                تطبيقُالشروطُالحديةُ

         
                

ُوبالتاليُ   وحتىُلاُنحصلُعمىُالحلُالصفريُف نُ

                           

 
 
 

  

 
           

ُوبذلكُ

          (
  

 
 )            

ُ(ُيكون7)ُوحلُالمعادلة

                                       

ُ(ُنحصلُعمى2فيُالمعادلةُ)ُ    ،    وبالتعويضُعنُ
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ُوب خذُتركيبُخطيُلانيائيُلمحمولُ

(9)ُُُ       ∑                                  
 
   ُ

 الخطوة الثالثة 

ُنجدُأنُ           نطبقُالشرطُالابتدائيُ

       ∑     (
  

 
 )

 

   

 

ُفيكونُ    مدالةُلمعاملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُالجيبُُ  أيُأنُ

(10ُُ)ُُُ    
 

 
∫        (

  

 
 )  

 

 
ُ

ُنجدُأنُ            طُالابتدائيُرُالشُوبتطبيق

        ∑         (
  

 
 )                                             

 

   

 

ُفيكونُ    مدالةُلمعاملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُالجيبُُ  أيُأنُ

    
 

    
∫           (

  

 
 )   

 

 

 

ُُُُُُُُُُُُُُُ(11)ُُُُ    
 

    
∫        (

  

 
 )  

 

 
ُ

ُ(ُىوُالمعادلة1ُحلُالمعادلةُ)إذاًُ

       ∑                                  

 

   

 

ُ(.11معطىُبالمعادلةُ)ُ   ،(10ُمعطىُبالمعادلةُ)   و

 ملاحظة:

ُوبالتاليُ    ف نُُ      عندماُُ-1
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(12ُُُُُُ)       ∑      (
    

 
)    (

   

 
) 

   ُ

ُ(.10تعطىُبالمعادلةُ)ُ  حيثُ

ُوبالتاليُ    ف نُُ      عندماُُ-2

(13ُ)ُُُُُُ       ∑      (
    

 
)    (

   

 
) 

   ُ

ُ(.11تعطىُبالمعادلةُ)ُ  حيث

 1مثال 

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية:

                      
                           

                            

 الحل

1ُُمنُالمثالُ

ُف نُشكلُالحلُيكونُ        حيثُأنُوُ

       ∑        

 

   

                        

ُُ    ف نُُ      أنُُبماوُ

   
 

 
∫        

 

 

          

ُومنُخلالُخواصُالدوالُالمتعامدةُنجدُأن

   ,
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ُأيُأن

                      

 3مثال 

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية:

                     
                           

                                           

ُالحل

ُف نُشكلُالحلُيكونُ        حيثُوُ،1ُمنُالمثالُ

       ∑         

 

   

                          

ُوُ    ف نُ،ُ      أنُُبماوُ

   
 

 
∫                     

 

 

           

 {
               
               
              

 

ُأيُأن

                                            
(ii)                                     شرط نيىمان الحذوديNeumann boundary condition  

 1مثال

ُناقشُحلُمعادلةُالموجةُالتاليةُ
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 الحل

ُنفرضُأنُ

(2ُُُُُ)               ُ

ُ.ُ  دالةُفيُُ    وُ دالةُفيُُ    حيثُ

ُ(ُنحصلُعمى1ُفيُالمعادلةُ)       بالتعويضُعن

                        

ُنحصلُعمىُُ          بالقسمةُعمىُ

      

      
 

      

    
 

ُولاُيوجودُعامولُمشوتركُبينيمواُعموىُمتغيورُمسوتقلُواحودُفقوطُ(ُيعتمود3)طرفيُالمعادلوةُُنلاحظُأن
ُ. لذلكُكلاُمنُطرفيُالمعادلةُيساويُ

      

      
 

      

    
   

ُومنياُنحصلُعمى

                        (4)ُ

(5ُُ)ُُُُُ                ُ

ُثلاثُحالاتُُتوجدُ وتبعاًُلثابتُ

ُ(ُيكون4ُ،ُحلُالمعادلةُ)ُ   عندماُُالحالة الأولى

                              
ُُالشرطينُالحديينومنُخلالُ
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ُنجدُأن

        

ُثابتُاختياري.ُ  حيثُ

ُُ    ،ُنفرضُأنُُ   عندماُُالحالة الثانية

       λ
 
       

ُوُالحلُالعامُلياُيكونُ

        
λ     

 λ  

ُوبتطبيقُالشرطينُالحدينُ

        ،         

ُنحصلُعمىُحلُصفريُفقط.ُ         ومنياُيكونُ       ُأيُأن

 عددُحقيقي.ُ حيثُُ     ،ُبوضعُُ   عندماُُالحالة الثالثة

ُ(ُنحصلُعمى5ُ(ُوالمعادلةُ)4فيُالمعادلةُ)ُ وبالتعويضُعنُقيمةُ

                           (6)                       ُ

ُوُحمياُالعامُيكونُ

(7ُُُ)ُُُ                      ُ

ُثابتين.ُ  ،  حيثُ

 ومنُخلالُالشرطينُالحدينُ
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ُنحصلُعمىُ

                    (
  

 
)
 

          

 الحلُالعامُلممعادلةُ

                 

ُيكون،ُ     وُ   ُماعند

                                        

ُ،ُيكون   ُماوعند

             

ُإذا

                   
                          

ُ(ُيكون1ُلذلكُحلُالمعادلةُ)

                
                             

ُحيث

               

        ∑(     (
    

 
)       (

    

 
))    (

   

 
)

 

   

 

ُإذاًُ

              ∑(     (
    

 
)       (

    

 
))    (

   

 
) 

 

   

 

ُف نُ    مدالةُلعواملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُجيبُالتمامُُ       وُحيثُأنُ
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∫        

 

 

 

   
 

 
∫        (

   

 
)   

 

 

 

ُف نُ    دالةُمعواملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُجيبُالتمامُلُ       و

   
 

 
∫        

 

 

 

   
 

   
∫        (

   

 
)   

 

 

 

 2مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                               
                            

                                 
                                                

 الحل

1ُمنُالمثالُ

ُإذا:ُ   ،ُ √  حيثُأنُوُ

 الصيغةُالعامةُلمحلُتكونُعمىُالصورة

              ∑(     (
    

 
)       (

    

 
))    (

   

 
)

 

   

 

ُ           نعوضُبالشرطُالابتدائيُُ      لإيجادُ
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    ∫                              
 

 

 

    ∫                                 
 

 

 

   {

                           
                          
                         
                       

 

ُ            ُنعوضُبالشرطُالابتدائيُ      ولإيجاد

    ∫                               
 

 

 

   
 

   
∫                                    

 

 

 

   {

                           
                            
                            
                         

 

ُإذا

                      (    ( √   )     (√   )) 

      √                                 ُُ

 3مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                               
                                      

                                          

 الحل
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ُالصيغةُالعامةُلمحلُتكونُعمىُالصورة،1ُمنُالمثالُ

              ∑(     (
    

 
)       (

    

 
))    (

   

 
) 

 

   

 

ُف نُ          بماُأن

     

ُإذاُ        حيثُأنُوُ

          ∑                 

 

   

 

ُنعوضُبالشرطُالابتدائيُُُ     لإيجادُ

                

   
 

 
∫        

 

 
∫              

 

 

 
 

 

 

   
 

 
∫        (

   

 
)   

 

 

  
 

 
∫                     

 

 

 

   ,
                          
                          

 

ُإذاًُ

                       
 (iii) شرط الحذودي المختلط                                      Mixed boundary condition 

 1مثال

ُناقشُحلُمعادلةُالموجةُالتاليةُ

                                 
                                                        ُُُُُُ
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 الحل

ُباستخدامُنفسُأسموبُالحلُلمحالتينُالسابقتينُنجدُأنُالصيغةُالعامةُلمحلُتكونُكالتالي:

       ∑ [     (
         

  
)

 

   

      (
         

  
)]    (

        

  
) 

ُأيُأنُ    معاملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُالجيبُلدالةُُ  حيثُ

   
 

 
∫        (

        

  
)  

 

 

 

ُأيُأنُ    معاملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُالجيبُلدالةُُ  وُُ

   
 

        
∫        (

        

  
)  

 

 

 

 معادلة الموجة المتجانسة والشروط الحدية غير المتجانسة 1.1.1

طُوُعدمُتجانسُالشرُوذلكُلُفصلُالمتغيراتُمباشرةًُيقُطريقةُفيُىذهُالحالةُأحياناُلاُيمكنُتطب
ُالتجانسُفيُالحدية ُعدم ُمعالجة ُفييا ُالتعويضُيتم ُطريقة ُتعرعُباسم ُإلىُطريقة ُنمج  ُلذلك ،

ُأولاُثمُنطبقُفصلُالمتغيراتالم ُنوعانُمنُعدمُُ،س لة ُيوجد ُالحدية وحيثُأنُفيُمسائلُالقيم
إذاُكانُعدمُالتجانسُُ،تجانسُمستقلُعنُالزمنالزمنُوعدمُ،ُعدمُتجانسُمعتمدُعمىُالتجانس

ُنفرضُأنُالحلُعمىُالصورة:ُُأيُطريقةُالتعويضُُنستخدممستقلُعنُالزمنُ

                   

ُىذاُالفرضُيتمُاستخداموُأيضاُفيُحالةُعدمُالتجانسُموجودُفيُالمعادلةُالتفاضميةُالجزئية.

ُعدمُالتجانسُمعتمدُعمىُالزمنُنفرضُأنُالحلُعمىُالصورةُإذاُكان
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بحيثُيتمُنقلُعدمُالتجانسُمنُالشروطُالحديةُإلىُالمعادلةُالتفاضميةُفيُُ      يتمُاختيار
ُكالتالي:ُ       ،ُواحدنُطرقُاختيارُ      

 نفرضُأنُختمطةمالشروطُالسُمعُشروطُديرشميتُأوُفيُحالةُعدمُالتجان 
                  

 تركيبُخطيُلعدمُالتجانس.ُ      أيُأنُ

 ُُنفرضُأنفيُحالةُعدمُالتجانسُمعُشروطُنيومان

                   

ُ.[8]ُمتعددةُحدودُمنُالدرجةُالثانيةُ      أيُأنُ

ُ:ولتوضيحُىذهُالحالةُندرسُالحالاتُالاتية

(i)                                    شرط ديرشليت الحذودي Dirichlet boundary condition 

 1مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                                   
                              

                                       

ُ.غيرُصفريةُتثوابُ   حيثُ  

 الحل

ُ(ُكالتالي:1نفرضُأنُحلُالمعادلةُ)

                                   

ُنحصلُعمىُف(1ُفيُالمعادلةُ)ُ      عنُنعوض

      (    
   

   
) 
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ُبتطبيقُالشرطينُالحديين

                     
                     

ُنوبتطبيقُالشرطينُالابتدائيي

                        
                     

ُيمكنُفصلُىذهُالمس لةُإلى:

Aُالمس لةُ

  
   

   
   

       
       

 Bوالمس لةُ

          
                          

                                       

Aُُُحلُالمس لةُ

       
 

 
      

 Bوحلُالمس لةُ

،ُوحمياُيكونُتجانسةُيمكنُحمياُبفصلُالمتغيراتىيُمعادلةُمتجانسةُذاتُشروطُحديةُمحيثُ
ُالتاليةُعمىُالصورة
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       ∑(     (
    

 
)       (

    

 
))    (

   

 
)       

 

   

               

ُأيُأنُ         مدالةُلمعاملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُالجيبُُ  حيثُ

   
 

 
∫(         )    (

   

 
)   

 

 

 

ُأيُأنُ    دالةُممعاملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُجيبُلُ  وُ

   
 

   
∫       (

   

 
)   

 

 

 

ُالصورةُالتاليةجانسةُذاتُشروطُحديةُغيرُمتجانسةُيكونُعمىُتمالوبالتاليُحلُالمعادلةُ

                   

   
 

 
             

ُحيث

       ∑(     (
    

 
)       (

    

 
))    (

   

 
)

 

   

       

 1مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                                    
                           

                                    

 الحل

1ُمنُالمثالُ
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ُُ   وُُ   ،ُُ   ،ُُ   ُأنُحيثوُُ

ُ(ُكالتالي:1نفرضُأنُحلُالمعادلةُ)

         
 

 
                             

ُنحصلُعمىُل(1ُفيُالمعادلةُ)ُ      نعوضُ

        

ُ(2فيُالمعادلةُ)ُ        نعوضُبالشرطُالحديُُ

         
 

 
               

ُإذا

         
          

ُ(2فيُالمعادلةُ)ُ        وبالمثلُنعوضُبالشرطُالحديُُ

                        

ُإذا

         
          

ُنجدُأنُ                    منُخلالُالشروطُالابتدائيةُ

            *  
 

 
     + 

ُإذا

                 

ُوبالمثلُ
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ُومنُُخلالُذلكُنحصلُعمىُ

                       
                          

                                         

وحمياُالعامُيكونُُ،بفصلُالمتغيراتُياوىيُمعادلةُمتجانسةُذاتُشروطُحديةُمتجانسةُويمكنُحم
ُالتاليةُعمىُالصورة

       ∑                                

 

   

 

ُف نُ                 ،حيث

    ∫                    

 

 

 

   ,
                   
                   

 

ُف ن          وحيثُأن

             

ُ(ُيكون3إذاُحلُالمعادلةُ)

                       

ُ(1ُوبالتاليُحلُالمعادلةُ)
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(ii)                                     شرط نيىمان الحذوديNeumann boundary condition  

 1مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                                                                     
                                                                   

                                                                     

 الحل

ُلذلكُنفرضُأنُُ،نسُمعتمدُعمىُالزمنيةُوعدمُالتجا(غيرُمتجانسةُالشروطُالحد1)س لةالم

                                

ُ                            ُوبتطبيقُالشرطين

ُنجدُأن

                      
                      

ُتكونُ      ُوبفرضُأنُالدالة

                    

ُوبتطبيقُالشرطين

             ُ،             ُ

ُنجدُأن

     
           

  
ُ،ُ          ُ

ُأيُأن
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ُنحصلُعمىُ(1)ُفيُالمعادلةُ(2وبالتعويضُمنُالمعادلةُ)

                               

ُحيثُأن

       
  

 
(           )  

(   
 
       

 
   )

  
     

               

ُ(ُنحصلُعمى2ُ(ُفيُالمعادلةُ)1وبالتعويضُمنُالشروطُالحديةُوالابتدائيةُلممس لةُ)

                      
                                         

ُ.الذاتيةذلكُنستخدمُمفكوكُالدوالُمتجانسةُالمعادلةُالتفاضميةُلُغيرُ(4المعادلةُ)

ُيكونُ:ُ(4)ُالمتجانسةُالمناظرةُلممعادلةُالمعادلةأنُحلُُبماوُُ

       ∑            

 

   

                                   

ُحيثُأن

   
  

 
           

ُ(ُيكون4وبالتاليُحلُالمعادلةُغيرُالمتجانسةُ)

       ∑            

 

   

           

ُحيث

      
 

 
∫                
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ُوبوضعُ(4)فيُالمعادلةُُ(5وبالتعويضُمنُالمعادلةُ)

       ∑             

 

   

 

ُحيث

      
 

 
∫      

 

 

           

ُنجدُأن

∑(   
         

            )           

 

   

 

ُالعاديةُالتاليةُوبالتاليُنحصلُعمىُالمعادلةُالتفاضمية

   
         

                           

ُُوحمياُالعامُيكون

                                                            

 
 

   
∫        (        )         

 

 

              

ُحيثُأن

         

ُ(ُنجدُأن5عمىُ)ُ                   وبتطبيقُالشرطُ

      
 

 
∫                        

 

 

   

ُإذاُ
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∫                        

 

 

 

ُنجدُأنُُ(8ومنُالمعادلةُ)

  
           

ُنحصلُعمىُُ(5عمىُالمعادلةُ)                     وبتطبيقُالشرطُ

  
     

 

 
∫                         

 

 

 

ُوىذاُيعنيُ

   
 

    
∫                         

 

 

 

ُ.(8)ُبالمعادلةُعطىمُ     حيثُ،ُ(5يعطىُبالمعادلةُ)ُ(4حلُالمعادلةُغيرُالمتجانسةُ)ُإذاًُ
ُكالتالي:ُ(ُيكون1غيرُالمتجانسةُ)ُعادلةحلُالمومنُذلكُنجدُأنُ

              ∑     

 

   

         

ُبالصورةُالتاليةُتعطى       أنُحيث

       
             

  
          

(iii)                                        شرط الحذودي المختلطMixed boundary condition 

 1مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية
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ُثابت ُ حيث

 الحل

لذلكُنفرضُُوعدمُالتجانسُمستقلُعنُالزمنُغيرُمتجانسةُالشروطُالحديةُ(1)ُحيثُأنُالمعادلة
 أن

                                          

ُ(ُنحصلُعمى1ُبالتعويضُمنُالمعادلةُالسابقةُفيُالمعادلةُ)

                                              

ُ(ُنحصلُعمى2وبالتعويضُمنُالشروطُالابتدائيةُوالحديةُفيُالمعادلةُ)

                                      

                             
     

  
  

                           

                  

    

}
 
 

 
 

    

ُوبوضع

  
   

   
  

      

       

             

}
 

 
    

ُ(ُنحصلُعمى3ُفيُالمعادلةُ)ُ       وبالتعويضُعنُ

          

ُ(ُنحصلُعمى4فيُالمعادلةُ)ُ       ،ُُ      وبالتعويضُعنُالشرطينُ
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ُ(5ُإذاُحلُالمعادلةُ)

                

ُالانُنحصلُعمىُ

                      
                 

                           

ُمتجانسةُذاتُشروطُحديةُمتجانسةُيمكنُحمياُبفصلُالمتغيراتُوذلكُبفرضُأنُوىيُمعادلة

                

ُ(ُنحصلُعمى6بالتعويضُمنُالمعادلةُالسابقةُفيُالمعادلةُ)

       λ                (7)ُ

ُ(8ُُ)ُُُُُُ                ُ

ُومنُخلالُالشروطُالحديةُ

        

         

         

ُيكونُ(7)ُحلُالمعادلة

          (
       

  
 )             

ُيكونُ(8وحلُالمعادلة)

         (
        

  
 ) 

ُ(ُيكون6وبالتاليُحلُالمعادلةُ)
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       ∑     (
       

  
 )

 

   

   (
        

  
 ) 

ُحيثُأن

     
 

 
∫     (

        

  
)  

 

 

 

 
           

         
 

ُ(ُيكون1وبالتاليُحلُالمعادلةُ)

                   

 [∑     (
       

  
 )

 

   

   (
        

  
 )]     

ُأيُأن

          
    

  
∑

       

       
   (

        

  
)

 

   

   (
         

  
) 

أنُفصلُالمتغيراتُطبقتُعمىُمعادلةُالموجةُالمتجانسةُفقطُولكنُىذهُالطريقةُُنلاحظُمماُسبق
فيُبعضُالحالاتُلاُتصمحُلحلُمعادلةُالموجةُغيرُالمتجانسةُلذلكُنمج ُإلىُطريقةُأخرنُتعرعُ

ُباسمُطريقةُمفكوكُالدوالُالذاتية.

 حدالمتجانسة في بعد وا غير لحل معادلة الموجة الدوال الذاتيةطريقة  3.1

ُ:كالتالي[EFM] طريقةيتمُاستخدامُفُ،ُادلةُالتفاضميةمعالإذاُكانُعدمُالتجانسُفيُ

 حلُالمعادلةُالمتجانسةُالمناظرةُلممعادلةُغيرُالمتجانسة.ُنوجد 
 ُالحلُلممعادلةُغيرُالمتجانسةُعمىُالصورةُنكتب 
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       ∑            

 

   

 

ليوفيلُوالناتجةُمنُ-ىيُالدوالُالذاتيةُالمعياريةُالمتعامدةُالناتجةُمنُمنظومةُستورمُ     حيث
ُتطبيقُفصلُالمتغيراتُعمىُالمعادلةُالمتجانسة.

 منُالخطوةُالسابقةُفيُالمعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُلممس لةُغيرُالمتجانسة.ُنعوض 
 فيُعمىُمعادلةُتفاضميةُعاديةُمنُالرتبةُالثانيةُوحمياُُنحصل     ُ. 
 الشروطُالابتدائيةُعمىُالمعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُلإيجادُالثوابت.ُطبقن 

ُ:ولتوضيحُطريقةُالحلُباستخدامُمفكوكُالدوالُالذاتيةُندرسُالحالاتُالتالية

 معادلة الموجة غير المتجانسة والشروط الحدية المتجانسة 1.3.1

ُوتتضمنُعدةُحالاتُوذلكُحسبُنوعُالشروطُالحدية

(i)                                    شرط ديرشليت الحذودي Dirichlet boundary condition 

 1مثال

ُناقشُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                                                    
                                                                  

                                                              

 الحل

ُلذلكُنفرضُأن،ُوعدمُالتجانسُمعتمدُعمىُالزمنغيرُمتجانسةُُ(1)المعادلة

                     

ُمتجانسةالُحلُلممعادلةُغيرُ       حيثُأنُ
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ُويحققُالشرطينُالحدوديين

                

ُوالشرطينُالابتدائيين

                    

ُحلُالمعادلةُالمتجانسةُ      وحيثُأنُ

          

ُيحققُالشرطينُالحدوديين

                

ُوالشرطينُالابتدائيين

                           

وحيثُأنوُفيماُسبقُدرسناُحلُالمعادلةُالمتجانسةُذاتُشروطُحديةُمتجانسةُبنفسُالطريقةُيمكنُ
ُأيُأنُ،      ايجادُحلُ

       ∑    (
   

 
) (     (

    

 
)       (

    

 
))

 

   

 

   ،ُ    مدالةُلمعاملُمتسمسمةُفورييوُلدالةُجيبُالتمامُُ  حيث

 
معاملُمتسمسمةُفورييوُُُ  

ُ.ُ    مدالةُللدالةُالجيبُ

ُمتجانسةالُلمعادلةُغيراُوالانُسنقومُب يجادُحلُ

                   
ُوذلكُباستخدامُالدوالُالذاتية،ُحيثُأن

       ∑          
   

 

 

   

 

ُفيُالشروطُالحديةُنجدُأنُ      بالتعويضُ
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ُنتحصلُعمىُ                فيُالمعادلةُ      بالتعويضُعنُ

∑  
  

 

   

      (
   

 
)     ∑     

    

  
   (

   

 
)

 

   

                  

ُأيُأن

∑*  
      

      

  
     +    (

   

 
)         

 

   

 

ُفاضميةُالتاليةتومنياُنحصلُعمىُالمعادلةُال

  
      

      

  
                       

ُأيُأنُ       دالةملدالةُالجيبُلُمعاملُمتسمسمةُفورييوُ     حيثُ

∑        (
   

 
)         

 

   

 

ُومنُذلكُيكون

      
 

 
∫      

 

 

   (
   

 
)                 

ُيكونُعمىُالصورةُالتاليةعندئذُحلُالمعادلةُالتفاضميةُ

           (
   

 
 )    

 

   
   (

   

 
 )

 
 

   
∫        (

   

 
)        

 

 

          

ُ.ةاختياريُثوابتُ    ُ  حيث

ُنحققُالانُالشرطينُالابتدائيينُ
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∫        (

    

 
)   

 

 

   

      
            

       

[  

 

   
   (

   

 
)   

 

   
∫        (

   

 
     )  

 

 

]

   

         

      

ُنجدُأنُحلُالمعادلةُىوُ(2)فيُالمعادلةُ  ،ُُ  وبالتعويضُعنُقيمتيُ

      
 

   
∫        (

   

 
     )  

 

 

 

ُبماُأن

                     

ُنجدُأن

 ∑          (
   

 
)

 

   

 ∑   (
   

 
) (     (

    

 
)       (

    

 
))

 

   

 

ُحيث

      
 

   
∫        (

   

 
     )   

 

 

           

 (ii)                                    شرط نيىمان الحذوديNeumann boundary condition  

 1مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتاليةُ
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 الحل

ُالمتجانسةُتعطىُبالصورةُعادلةُالموجةالقيمُالذاتيةُلميةُوُمنُالملاحظُأنُالدوالُالذات

      (
   

 
)            

        (
  

 
)
 

                          

ُحيثُأنُ

       
 

 
      ∑             

 

   

 

ُالان

    
 

 
   

     ∑   
            

 

   

 

    ∑       
           

 

   

 

ُ(ُنحصلُعمى1فيُالمعادلةُ)ُ        بالتعويضُعنُ

 

 
   

     ∑    
            

                             

 

   

 

   يكونُُ   عندُ
ُوبالتاليُ      

             

   يكونُُ   عندُ
ُوبالتاليُ      
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ُ،ُيكونُ     عندُ

   
                          

ُوحمياُالعامُيكون

                                    

ُ(1وبالتاليُحلُالمس لةُ)

       
 

 
      ∑             

 

   

 

       
      

 
 

 

  
                

 ∑                               

 

   

 

ُ             نعوضُبالشرطُالابتدائيةُفيُُ     ولإيجاد

  

 
 ∑                  

 

   

        
 

 
 

 

 
          

ُولذلكُ

         
 

 
                

ُ                 نعوضُبالشرطُالابتدائيةُفيُُ     ولإيجادُ

        
  

 
 ∑            

 

   

           

ُولذلك
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ُيكونُُعمىُالصورةُ      الحلُالعامُُإذاًُ

       
 

 
 (

 

 
         

   

  
        )          

(iii)                                        شرط الحذودي المختلطMixed boundary condition 

 1مثال

ُالتاليةناقشُحلُمعادلةُالموجةُ

           ثابت                             

                                                                
                                                               

 الحل

ُكونُكالتاليتالصيغةُالعامةُلمحلُأنُُداسموبُالحلُلمحالتينُالسابقتينُنجُباستخدام

        
        

   

 
     

    
∑

 

       
   

         

  
   

        

  

 

   

 

ُثوابت.ُ    حيثُ

 حل معادلة الموجة غير المتجانسة والشروط الحدية غير المتجانسة 1.3.1

ُتتضمنُعدةُحالاتُُوذلكُحسبُنوعُالشروطُالحديةُ

(i)                                    شرط ديرشليت الحذودي Dirichlet boundary condition 

 1مثال

ُناقشُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                                         



 

51 
 

                                     
                                           

 الحل

وعودمُالتجوانسُمعتمودُعموىُُديةُوالمعادلوةُالتفاضوميةُالجزئيوة(ُغيرُمتجانسةُالشروطُالح1المس لةُ)
ُنتبعُطريقةُالتعويضُوذلكُبفرضُأنُ،ُالزمن

                             

ُنحصلُعمىُ            ُ,ُ            وبتطبيقُالشرطيينُ

                    

                    

ُكالتاليُ      حيثُيتمُفرضُالدالةُ

                                       

ُنجدُأنُ            وُُ             وبتطبيقُالشرطين

             ،       
 

 
(           ) 

ُأيُأن

             
 

 
(           )                 

ُ(ُنحصلُعمى1ُ(ُفيُالمعادلةُ)2وبالتعويضُمنُالمعادلةُ)

                               

ُحيثُأن

          
      

 

 
(  

        
     )         

ُ(ُنجدُأن2فيُالمعادلةُ)ُ(1وبالتعويضُمنُالشروطُالحديةُوالابتدائيةُلممس لةُ)
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(           )               

               
     

 

 
(  

       
    )          

تبووعُطريقووةُمفكوووكُحوولُىووذهُالمنظومووةُنلوُُيُمتجانسووةُالمعادلووةُالتفاضووميةُالجزئيووةىووُ(5)ُعادلووةالم
ُ.الدوالُالذاتيةُ

ُكالتاليُُ(ُيكون5)ُعادلةالمتجانسةُالمناظرةُلممُعادلةحلُالملذلمكُ

       ∑                                 

 

   

    
  

 
 

ُيكونُ(5)ُمتجانسةالغيرُُعادلةأنُحلُالمُولذلكُنفرض

       ∑             

 

   

                

ُحيثُأن

      
 

 
∫                

 

 

            

ُنحصلُعمىُ(a5)فيُالمعادلةُُ(6المعادلةُ)وبالتعويضُمنُ

∑  
              ∑     (     

 )         

 

   

 

   

            

ُوبوضعُ

       ∑             
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ُحيث

      
 

 
∫                

 

 

 

ُنجدُأن

∑(  
          

            )           

 

   

 

ُالمعادلةُالتفاضميةُالعاديةُالتاليةوبالتاليُنحصلُعمىُ

  
          

                                

ُيكونُ(8الحلُالعامُلممعادلةُ)

                                                                 

 
 

   
∫                  

 

 

           

ُ(ُنحصلُعمى9فيُالمعادلةُ)ُ   وبوضعُ

         

ُ(ُنجدُأنd5(ُوالتعويضُمنُالشرطُ)7فيُالمعادلةُ)ُ   وبوضعُ

      
 

 
∫ *           

 

 
(           )+

 

 

                     

ُإذاًُ

   
 

 
∫ *           

 

 
(           )+

 

 

           

ُنحصلُُ   (عندما9ُوباشتقاقُالمعادلةُ)
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ُنجدُأنُ(5e)والتعويضُمنُالشرطُُ   (عندما7ُوباشتقاقُالمعادلةُ)

  
     

 

 
∫ *       

     
 

 
(  

       
    )+

 

 

                      

(1ُالمتجانسوةُ)ُغيورُمعادلوةوحولُالُ(6يعطىُبالمعادلوةُ)ُ(5غيرُالمتجانسةُ)ُعادلةوبالتاليُحلُالم
ُيكون:

             
 

 
              ∑     

 

   

   (
   

 
)            

ُحيثُ

                                                

 

   
∫                                    

 

 

 

 1مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                                        
                                   
                                         

 الحل

ُأن:ُحيثُ

ُ،إذاًُُ   ،ُُ             ،ُُ           ُ
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ُو

                       
         

ُومنُذلكُنجدُأن

      
 

 
∫    (

   

 
)

 

 

   
        

  
 

 المقدارُُنحسب

   
∫                   
 

 
ُأيُأنُ

 

   
∫

        

  
   

   

 
       

 

 

 
         

      
[     

    

 
]       

ُإذا

                              
   

 
       

   

 
   

         

      
[     (

    

 
)]                                

ُحيثُأنُ      الانُنوجدُُ

                          
 

 
 

 ومنياُ

   
 

 
∫          (

   

 
)

 

 

   

ُإذاُ

   
 

 
∫(        

 

 
)    (

   

 
)
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 {

      

  
              

      

  
           

     (3)                        

ُو

                          

   
 

   
∫          

   

 

 

 

   

ُإذا

   {
    أوعدد  فردي                            

 

         
    أوعدد  زوجي              

        (4)             ُ

ُ(ُيكون1إذاُحلُالعامُلممعادلةُ)

             
 

 
 ∑     

 

   

   (
   

 
) 

ُ.(ُعمىُالتوالي4)(ُو3معطىُبالمعادلةُ)ُ      (ُو2ُمعطىُبالمعادلةُ)ُ     حيثُ

(ii)                                     شرط نيىمان الحذوديNeumann boundary condition  

 1مثال

ُناقشُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                                            
                                         

             
  

  
                     

 الحل
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وعدمُالتجانسُمعتمدُُ(ُغيرُمتجانسةُالشروطُالحديةُوالمعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُكذلك1المس لةُ)
 نتبعُطريقةُالتعويضُوذلكُبفرضُأنُُ،عمىُالزمن

                     

ُحيثُ

                 
    

  
[             ] 

                 
    

  
 

ُومنياُنجدُأن

                  
 

 
ُُ

       
  

  
  

           

ُيجبُأنُتكونُحلُلممس لةُ       الدالة

                 
 

 
                        

                        
                                      

ُوالذيُيكونُعمىُالصورةُ(2)ُطريقةُالدوالُالذاتيةُلحلُالمس لةُتخدمنسُ

       ∑            

 

   

 

 لاحظُأنُ

                  

ُلذلك
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       ∑              

 

   

 

ُنحصلُعمىُُ(2وبالتعويضُمنُالمعادلةُالسابقةُفيُالمعادلةُ)

          ∑[  
             ]               

 

   

 
 

 
      

ُوىذاُيعطي

  
              {       

 

 
            

                               
 

ُمنُالشرطُالابتدائي

         

ُنجدُأن

         ∑              

 

   

 

ُومنُالشرطُالابتدائي

                 

ُنجدُأن

              ∑    
           

 

   

 

ُأيُأن

        

ُإذاًُ
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     ,

                         
                

 

ُومنُذلكُيكونُالحلُالعامُلممعادلة

  
              {       

 

 
            

                                
 

ُىو

                            

ُلذلكُ          حيثُ

                 ُ،ُ  
                 ُ

  إذاُ
ُأيُأن:ُ   لكلُُ      

                  

ُف نُ   إذاُكانُ

  
              

   ُومنياُ
 

 
ُُ

ُوبذلكُيكون

      
 

 
        

ُف نُ   إذاُكانُ

  
       

     ∫ [       
 

 
]   

 

 

        
  

 
 

ُو
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            ∫  
       

 

 

∫[       
  

 
]   

 

 

 

 [       ] 
  

   

 
 

             
   

 
 

ُ(ُيكون2ُإذاُحلُالمس لةُغيرُالمتجانسةُ)

                  
   

 
 

 

 
               

ُ(1وبالتاليُيكونُالحلُالعامُلممعادلةُ)

                     

       
    

  
                 

   

 
 

 

 
               

 (iii)                                      شرط الحذودي المختلطMixed boundary condition 

 1مثال

ُناقشُحلُمعادلةُالموجةُالتالية

                                               
                                                                    
                                                            

 الحل

وعدمُالتجانسُمعتمدُُ(ُغيرُمتجانسةُالشروطُالحديةُوالمعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُكذلك1المس لةُ)
 نتبعُطريقةُالتعويضُوذلكُبفرضُأنُُ،عمىُالزمن
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بحيوووثُيوووتمُنقووولُعووودمُالتجوووانسُمووونُالشوووروطُالحديوووةُإلوووىُالمعادلوووةُالتفاضوووميةُفووويُُ      ونختوووار
ُنفرضُأنمختمطةُالعدمُالتجانسُمعُشروطُوحيثُأنُُ      

                  

ُُ  دوالُفيُالمتغيرُ     و    حيثُ

  Wave Equation in Two Dimensional   معادلة الموجة في بعدين  4.2

إلىُمس لةُالقيمةُالحديةُالابتدائيةُفيُُالدوالُالذاتيةُةوطريقُتعميمُطريقةُفصلُالمتغيراتيمكنُ
 :الحالتينُالتاليتينقةُندرسُبعدينُولتوضيحُالطري

 معادلة الموجة المتجانسة في بعدين 1.4.1

 1مثال

 :ُموجةُالتاليةالُعادلةندرسُمل

      (       )                             

                                                 
                                                   

                                                                 
                                                    ُُُُُُ
                                                              
                                                             

 الحل 

ُنفرضُأنُُ

                                    

ُ(ُنحصلُعمى1(ُفيُالمعادلةُ)2نعوضُعنُالمعادلةُ)
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ُ(ُنحصلُعمى2وبالتعويضُمنُالشروطُالحديةُفيُالمعادلةُ)

                               
                               
                               
                                  

ُوبالتاليُف ن

                    
                        
                       

ُ(ُيكون4حلُالمنظومة)

                    

ُحيث

   
  

 
            

ُ(ُنجدُأن3ُوبالاستمرارُفيُالفصلُلممعادلةُ)

   

 
 

   

   
                

ُوبذلكُنحصلُعمى

                                
                                  
                                    

ُيكونُ   ،ُ     (عندما6ُحلُالمنظومة)
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ُحيث

   
  

  
             

ُكذلكُالمعادلةُ

                               

     (ُعن7ُبالتعويضُفيُالمعادلةُ)
 ُ،     

ُنحصلُعمىُُ 

         
    

      

ُوحمياُالعامُيكون

          ( √  
    

  )       ( √  
    

  )      

ُثابتين.ُ      حيثُأنُ

(ُ،4ُالمتعامدةُلممنظومتينُ)نوجدُالدوالُالذاتيةُالمعياريةُُ(1c), (1b)ومنُالشرطينُالابتدائيينُ
ُ(ُفتكونُ:6)

      √
 

 
   (

   

 
)                                     

      √
 

  
   (

   

  
)          

ُوب خذُتركيبُخطيُلانيائيُلمحمولُُ

        ∑ ∑(      ( √  
    

  )

 

   

 

   

       ( √  
    

  ))                   
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ُنحصلُعمىُ(1b)وبتطبيقُالشرطُالابتدائيُ

       ∑ ∑   

 

   

 

   

                         

ُف ن:ُ      معاملُمتسمسمةُفورييوُفيُمتغيرينُلمدالةُُ   حيثُأنُ

    ∫∫      

 

 

  

 

               

ُأيُأن

    
 

√   
∫∫         (

   

  
)

 

 

  

 

   (
   

 
)                  

ُنحصلُعمىُ(8عمىُالمعادلةُ)ُ(1c)وبتطبيقُالشرطُالابتدائيُ

       ∑ ∑   

 

   

 

   

 √  
    

                            

  √    حيثُ
    

ُف ن:ُ      معاملُمتسمسمةُفورييوُفيُمتغيرينُلمدالةُُ 

    √  
    

  ∫∫      

 

 

  

 

               

ُأيُأن

    
 

 √  
    

   √   
∫∫      

 

 

  

 

                               

ُمعرفتانُأعلاه.ُ   ،ُُ   (ُحيث8(ُيعطيُبالمعادلةُ)1وبالتاليُحلُالمنظومةُ)
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 2مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتاليةُ

      (       )                   

                                            
                                            

 الحل 

         ُ    ُحيثُأن،1ُمنُالمثال

ُالصيغةُالعامةُلمحلُإذاُ

        ∑ ∑(      ( √  
    

  )

 

   

 

   

       ( √  
    

  ))           

ُوُُ    ،   ،   حيثُأنُ ُالمتجانسةُذاتُالشروطُالحديةُُلإيجاد، ُالموجة حلُمعادلة
ُ:ُ   ،ُ   المتجانسةُنقومُأولاُبحسابُ

ُ     ف نُُ        بماُأنُ

ُإذاُ

    
 

√   
∫∫         (

   

  
)

 

 

  

 

   (
   

 
)         

    
 

√   
∫∫               (

   

  
)

 

 

 

 

   (
   

 
)      

 
 

 
(
            

    
)(

            

    
) 
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  √ كذلكُيمكنُإيجادُقيمةُالثابتُ
    

ُكالتاليُ 

 √  
    

    √
 

 

 

 
 

 

 

 

ُتكونُُ      إذاُالصيغةُالعامةُلمحل

       ∑ ∑(      (
   

 
)    (

   

 
)    ( √        ))

 

   

 

   

        

ُحيثُ

    
   

  

                      

    
 

 3مثال

ُأوجدُحلُمعادلةُالموجةُالتاليةُ

     (       )                  

                                           
                                              

 الحل 

ُتكونُعمىُالصورةالصيغةُالعامةُلمحلُبماُأنُ،ُوُُ   ُ   ،ُُ √  ُحيثُأن

         ∑ ∑(       √  
    

  

 

   

 

   

        √  
    

  )            
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ُ ُ،   لإيجادُحلُمعادلةُالموجةُالمتجانسةُذاتُالشروطُالحديةُالمتجانسةُنقومُأولاُبحسابُإذاً
   .ُ

ُ     ف نُُ        بماُأنُ

    
 

√   
∫∫         (

   

  
)

 

 

  

 

   (
   

 
)         

    
 

 
∫∫ [              ]        

 

 

 

 

            

    ,
                  
                  

 

  √ كذلكُيمكنُإيجادُقيمةُالثابتُ
    

ُكالتاليُ 

 √  
    

   √
    

  
 

    

  
 √          

 √  
    

    

                               

 معادلة الموجة غير المتجانسة في بعدين 1.4.1

 مثال

 :ُموجةُالتاليةالُعادلةندرسُمل

      (       )                                                  
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 الحل 

أنُعدمُالتجانسُموجودُفيُالمعادلةُالتفاضميةُالجزئيةُومعتمدُعمىُالزمنُلذلكُنوجدُحلُُلاحظ
 (ُ،ُويكون:1المنظومةُالمتجانسةُالمناظرةُلمعادلةُ)

         ∑ ∑(      ( √  
    

  )

 

   

 

   

       ( √  
    

  ))            

ُحيثُأن

      √
 

 
   (

   

 
)                

      √
 

  
   (

   

  
)             

ُيكونُ(1شكلُالحلُلممعادلةُ)إذاُ

         ∑ ∑   

 

   

 

   

                       

ُحيث

       ∫∫           (
   

  
)

 

 

  

 

   (
   

 
)                

ُ(ُُنحصلُعمى1(ُفيُالمعادلةُ)2بالتعويضُمنُالمعادلةُ)
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∑ ∑   
     

 

   

 

   

          

 ∑ ∑      
    

        

 

   

 

   

                    

ُأيُان

∑ ∑    
     

 

   

   (  
    

 )

 

   

                         

  نضعُ
     

 
   

 ُ

ُو

       ∑ ∑      

 

   

 

   

           

ُحيث

       ∫∫        

 

 

  

 

               

ُنجدُأن

∑ ∑[   
          

               ]

 

   

 

   

             

ُمنياُنحصلُعمىُمعادلةُتفاضميةُعاديةُ

   
          

                

ُوحمياُالعام
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∫                      

 

 

       

ُنحصلُعمىُ(4فيُالمعادلةُ)ُ   وضعُب

         

ُحيث

       ∫∫      

 

 

  

 

               

ُإذا

   ∫∫      

 

 

  

 

               

ُنحصلُعمىُ   (ُعند4ُ)وباشتقاقُالمعادلةُ

  
             

ُوحيثُأن

  
      ∫∫      

 

 

  

 

               

ُىذاُيعنيُ

   
 

    
∫∫      

 

 

  

 

               

ُ(.4)ُتعطىُبالمعادلةُ      ،(2ُ(ُيعطىُبالمعادلةُ)1إذاُحلُالمعادلةُغيرُالمتجانسةُ)
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ُسبقُ ُالمتغيراتُنلاحظُمما ُفصل ُطريقة ُُأن ُطبقت ُفعمى ُالمتجانسة ُواحدالمعادلات ُبعد ُي
عدمُالتجانسُمعتمدُعمىُالزمنُيتمُتطبيقُكانُُالمتجانسةُوُمعادلاتُغيرال،ُوفيُحالةُوبعدين

ُالزمنُفيُ ُالتجانسُالمستقلُعن ُعدم ُفيُحالة ُأما ،ُ ُالذاتية ُمفكوكُالدوال ُالتعويضُأو طريقة
ذاُالشروطُالحدوديةُيتمُتطبيقُطريقةُالتعويضُلإزالةُعدمُ التجانسُالموجودُفيُالشروطُالحديةُوا 

يارُالدالةُليتمُنقلُعدمُالتجانسُمنُالشروطُالحديةُتكانُعدمُالتجانسُمعتمدُعمىُالزمنُيتمُاخ
ُالحلُ ُلإيجاد ُالذاتية ُالدوال ُمفكوك ُطريقة ُتطبيق ُيتم ُومنيا ُالجزئية ُالتفاضمية ُالمعادلة إلى

المطموب.



 

 

ُ

ُ

ُ

ُ

ُ

 

 الفصل الثالث
 

  الفروق المنتهية(-)تقريب أدوميانالطرق العددية
Numerical Methods(Adomian decomposition- Finite differences)
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ُ                                                              Introduction   مقدمة   1.3

ليسُمنُالسيلُإيجادُُُشكمتُمعادلاتُتفاضميةالتيُالعديدُمنُالظواىرُالطبيعيةُوالعمميةُُوجديُ
حيثُأنُُ،لياُولكنُمؤخراًُتمُتطبيقُبعضُالطرقُالعدديةُلحلُمثلُىذهُالمعادلاتالحلُالتحميميُ

ُُحل ُباستخدام ُالجزئية ُالتفاضمية ُالمعادلة ُإلىُيصعبُإيجادهالطرقُالتحميمية ُلذلكُنمج  الطرقُ،
وُُفيُبعدُواحدُوبعدينُمعادلةُالموجةلُالعدديُحلالُيدرسُالفصللذلكُىذاُُ.العدديةُلإيجادُالحل

طريقةُُعدديتينُوىماُطريقتينُعمىُفيُىذاُالبحثُنركزسوُ،ُباستخدامُبعضُالطرقُالعدديةُذلك
ُأدوميان ُالمنتييةُوُ Adomian decomposition method[ADM]تقريب ُالفروق طريقة

Finite differences method[FDM].ُ

 Adomian decomposition method[ADM] طريقة تقريب أدوميان  1.3

 ،ُندرسُالمعادلةُالتاليةلتوضيحُىذهُالطريقة  

                        

مؤثرُتفاضميُخطيُبرتبةُُ مؤثرُغيرُخطيُ،ُ ،ُأعمىُرتبةُتفاضميةُوقابمةُلمعكسُىوُ حيثُ
ُ. أقلُمنُأوُتساويُرتبةُ

ُ(ُفنحصل1ُلطرفيُالمعادلةُ)ُ   مؤثرُالمعكوسُالنطبقُ

                          
                        

ُنحصلُعميياُمنُالشروطُالابتدائيةُأوُالحديةُأوُكلاىماُ.ُ حيثُ

ُأيُأنُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ ُالحلُعنعبرُالانُن

  ∑       

 

   

                

ُُ:غيرُمنتييةبمتسمسمةُُ  ونعوضُفيُالجزءُغيرُخطيُ
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   ∑              

 

   

             

ُُ:وتعرعُبالعلاقةُ،كثيراتُحدودُأدوميانُلمحدُغيرُالخطيُُ  حيثُ

   
 

  

  

   
[ (    )]             

ُومنيا

        
      

      

      
      

 

 
    

         

⁞ 

 وىكذا.

ُ(ُفيُالمعادلة3)،(2نعوضُعنُالمعادلتينُ)

                      

ُفنحصلُُ

∑       

 

   

           ∑  

 

   

     ∑       

 

   

               

ُمجموعةُُالحمولُالتالية(ُنحصلُعمى4ُومنُالمعادلةُ)

               

              [∑        

 

   

]            

يمكنُحسابياُبشكلُُ تكونُمعطىُوتعرعُحسبُالشروطُالابتدائيةُوُباقيُحدودُُ  حيثُ
ُتكراريُمنُ
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          ُُ

ُوىكذا.

  طريقة تقريب أدوميان لحل معادلة الموجة في بعد واحد 1.1.3

غيرُُمتجانسةُأولحلُمعادلةُالموجةُفيُبعدُواحدُُ[ADM] أدوميانُتقريبُيمكنُاستخدامُطريقة
ُندرسُمعادلةُالموجةُالتالية:ُذلكمتجانسة،ُولتوضيحُ

 1مثال

 :[ADM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ

                                  
                                                              

                                                                  

ُالحل:

ُ(:1عمىُطرفيُالمعادلةُ)ُ   ،ُُ   المؤثرانُنطبقُ

                                           

ُمعرفانُكالتالي:ُ   ،ُُ   المؤثرانُُحيث

       
  

   
           

  

   
         

ُالمعرعُكالتالي(ُو2ُ)ُبقُالمؤثرُالعكسيُلطرفيُالمعادلةنط

   
   ∫∫       

 

 

 

 

 

ُإذا

   
  (           )     

  (                  ) 

                     
  (           )     

  (      )    
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ُُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ فيُكلُُعويضالتُوعند

  ∑       

 

   

 

ُنجدُأن

                     
  (      )     

  (   (       ))  

ُحيث

                      
           

             
  (            )           

ُالحلُالعامُيكونُعمىُالصورةُالتاليةُذلكُومن

       ∑       

 

   

 

 1مثال

 :[ADM]مستخدماًُطريقةُُالحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةأوجدُ

                                   
                          

                                               

 الحل

ُحيثُأن

       
  

   
            

  

   
    

ُإذا

   (      )      (      )           
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   نطبقُالمؤثرُالعكسي
ُحيثُأنُ(2)ُلطرفيُالمعادلةُ  

   
   ∫∫       

 

 

 

 

 

ُنحصلُعمى

   
  (   (      ))     

  (    (      )) 

∫∫
        

   
    

 

 

 

 

  ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

∫[
       

  
]
 

 
 

 

    ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

∫[
       

  
 

       

  
]

 

 

  ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

[      ] 
            ∫∫

        

   
    

 

 

 

 

 

                        ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

ُإذا

                        ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

ُوبالتعويضُعنُالشروطُالابتدائيةُنحصلُعمى

                         ∫∫
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ُأيُانُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ الانُنعوضُفيُكلُ

  ∑       

 

   

 

∑       

 

   

                   ∫∫
   ∑        

 
    

   
    

 

 

 

 

 

ُإذاًُ

                         

           ∫∫
   ∑        

 
    

   
        

 

 

 

 

 

ُومنياُنحصلُعمى

         ∫∫
  (       )

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
                    

   
           

 

 

 

 

 

  ∫∫                                    

 

 

 

 

 

                                    

         ∫∫
  (       )

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
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  ∫∫                                        

 

 

 

 

 

        
 

 
            

  

 
             

        ∫∫
  (       )

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
  (

 
 
            

  
 

            )

   
           

 

 

 

 

 

  ∫∫                                          

 

 

 

 

 

         
 

  
            

   

  
             

⁞ 

ُإذا،ُوىكذا

                     
                                    

               
 

 
            

  

 
            

 
 

  
            

   

  
               

              (        
 

 
     

 

  
      )

         (        
  

 
     

   

  
        ) 

ُحيثُأن
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ُومنُذلكُيكونُالحلُالتقريبيُعمىُالصورةُالتالية

                                           

  
2ُلممثالُتقريبييوضحُالحلُالُ(ii.1.2.3شكل)2ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُلممثالُالتقريبيُحلاليوضحُُ(i.1.2.3شكل)ُُُُُُُُُُُ
ُ      ماعندُ[ADM]ُبطريقةُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ             لكلُ[ADM]ُبطريقةُُُُُُُُُُ

 3مثال

 :[ADM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ

                                  
                       

                               

 الحل

ُحيثُأن

       
  

   
            

  

   
    

ُإذا

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-2

-1

0

1

2

x
t

u
(x

,t
)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

u
(x

,t
)

x

 

 

ADM solution at t=0.01
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   (      )      (      )       

   ُنطبقُالمؤثرُالعكسي
ُ(ُحيثُأن1)ُلطرفيُالمعادلةُ  

   
   ∫∫       

 

 

 

 

 

ُنحصلُعمى

   
  (   (      ))     

  (    (      ))     
         

∫∫
        

   
    

 

 

 

 

  ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 ∫∫        

 

 

 

 

 

∫[
       

  
]
 

 
 

 

    ∫∫
        

   
     

 

 

 

 

∫          

 

 

 

∫[
       

  
 

       

  
]

 

 

  ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

                     

[      ] 
            ∫∫

        

   
               

 

 

 

 

        

[      ] 
            ∫∫

        

   
               

 

 

 

 

         

ُإذا

                                                                                    

  ∫∫
        

   
                

 

 

 

 

 

ُوبالتعويضُعنُالشروطُالابتدائيةُنحصلُعمى
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                          ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

ُأيُانُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ الانُنعوضُفيُكلُ

  ∑       

 

   

 

∑       

 

   

                    ∫∫
   ∑        

 
    

   
    

 

 

 

 

 

ُإذاًُ

                          

           ∫∫
   ∑        

 
    

   
         

 

 

 

 

 

ُومنياُنحصلُعمى

         ∫∫
  (       )

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
                     

   
           

 

 

 

 

 

  ∫∫                    

 

 

 

 

 

                   

         ∫∫
  (       )
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         ∫∫
              

   
       

 

 

 

 

 

  ∫∫                      

 

 

 

 

 

        
 

 
         

         ∫∫
  (       )

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
  (

 
 
        )

   
           

 

 

 

 

 

          ∫∫
 

 
                   

 

 

 

 

 

         
 

  
         

⁞ 

ُ،ُإذاًُوىكذا

                     
                                  

 
 

 
         

 

  
           

             (      
 

 
   

 

  
    )                 

ُحيثُأن
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ُالتاليةومنُذلكُيكونُالحلُالتقريبيُعمىُالصورةُ

                                

 ُ
3ُلممثالُتقريبييوضحُالحلُالُ(ii.2.2.3شكل)3ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُلممثالُالتقريبيُحلاليوضحُُ(i.2.2.3شكل)ُُُُُُُُُُ
ُ      ماعندُ[ADM]ُبطريقةُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ             لكلُ[ADM]ُبطريقةُُُُُُُُُ

  طريقة تقريب أدوميان لحل معادلة الموجة في بعدين 1.1.3

ُلتوضيحُطريقةُالحلُندرسُمعادلةُالموجةُالتالية:

 1مثال

 :[ADM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ

      (       )                          

                                                  
                                        

ُثوابت.ُ   حيثُأنُ

ُخطواتُالحل:

ُ:(1عمىُطرفيُالمعادلةُ)ُ   ،ُُ   ،ُُ   المؤثراتُنطبق
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85 
 

ُ

                [                           ]         

ُمعرفةُكالتالي:ُ   ،ُُ   ،ُُ   ُالمؤثراتُحيث

       
  

   
            

  

   
            

  

   
      

   نطبقُالمؤثرُالمعكوس
ُ(2عمىُطرفيُالمعادلةُ)ُ  

   
  (             )     

  (                            )    ُُ

ُأنُحيث

   
    ∫∫       

 

 

 

 

 

ُإذا

                            

    
  (                           ) 

ُأيُانُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ الانُنعوضُفيُكلُ

  ∑         

 

   

 

ُحيث

                             

               
  (                             )           ُُ

ُالحلُالعامُيكونُعمىُالصورةُالتاليةُمنُذلكُنجدُأنوُ
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         ∑         

 

   

 

 

 1مثال

 :[ADM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ

     (       )                        

                              
                        

                                
            

ُالحل

ُ(:1عمىُطرفيُالمعادلةُ)ُ   ،ُُ   ،ُُ   المؤثراتُنطبق

               [                           ]         

ُمعرفةُكالتالي:   ،ُُ   ،ُُ   المؤثراتُحيث

       
  

   
            

  

   
            

  

   
      

   نطبقُالمؤثرُالمعكوس
ُ(2عمىُطرفيُالمعادلةُ)ُ  

   
  (             )  

 

 
   

  (                            )   ُُ

ُحيث

   
   ∫∫       
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  (                           ) 

                           

     
  (                           ) 

ُأيُانُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ الانُنعوضُفيُكلُ

  ∑         

 

   

 

ُحيث

                             

              
  (                   (         )) 

     
  (                                              )    

          
 

 
                    

              
  (   (         )      (         )) 

     
  (   (

 

 
                   )      (

 

 
                   ))  

          
 

  
                   

⁞ 

ُ،ُإذاًُوىكذا

         ∑         
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                          *  
     

 
 

     

  
  + 

ُحيثُأن

          
     

 
 

     

  
   

ُعمىُالصورةُالتاليةُومنُذلكُيكونُالحلُالعددي

                                   

 ُ
2ُلممثالُتقريبييوضحُالحلُالُ(ii.3.2.3شكل)2ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُلممثالُالتقريبيُحلاليوضحُُ(i.3.2.3شكل)ُُُُُُُُُُُُُُُُ
ُ      ماعندُ[ADM]بطريقةُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ              لكلُ[ADM]بطريقةُُُُُُُُُُُُُُُُ

 Finite differences method[FDM]           طريقة الفروق المنتهية 3.3

ىويُالتعوويضُعونُالمشوتقاتُالجزئيوةُفويُالمعادلوةُُ [FDM]فكرةُطريقةُتقريبُالفوروقُالمنتييوةُإن
التفاضوووميةُالجزئيوووةُُبفروقووواتُمنتييوووةُوعميووووُيقوووربُحووولُالمعادلوووةُالتفاضوووميةُالجزئيوووةُبحووولُمعادلوووةُ

ُ:اقُالطريقةُنتبعُالخطواتُالتاليةالفروقاتُالمنتيية.ُوللاشتق
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ُجزاءُالمتساويةُعمىُالتواليُوذلكمنُالأُ   إلىُُ[   ]والفترةُُ[   ]تقسيمُالفترةُُأولاًُُيتم
ُبحيثُ   باختيارُ

  
   

 
    

   

 
 

ُومنُخلالُمتسمسمةُتايمورُ

              
 

  
       

  

  
        

  

  
                     ُُ

              
 

  
       

  

  
          

             

 
        

 

 
          

       
             

 
 
 

 
          

ُأيُأن

       
             

 
                 

ُوبالمثل

              
 

  
       

  

  
        

  

  
                       

ُنجدُأن

       
            

 
                 

ُ.(ُتمثلُصيغةُالفروقُالأماميةُوالخمفيةُعمىُالتوالي4ُ)،(2حيثُالمعادلتينُ)

ُنحصلُُ  والقسمةُعمىُ(1ُ(ُمنُ)3وُبطرحُالمعادلةُ)
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ُ(.4)(ُو2منُالمعادلتينُ)ُ      (ُأفضلُتقريبُل5المعادلةُ)

ُ(ُنحصل3ُ(ُمنُ)1وبجمعُالمعادلةُ)

        
                      

  
               

ُ.       (ُأفضلُتقريبُلفروقاتُل6المعادلةُ)

ُ.ُ   كمماُُ       حيثُ

 ة لحل معادلة الموجة في بعد واحدطريقة الفروق المنتهي 1.3.3

 :ندرسُالحالةُالتاليةُلحلُمعادلةُالموجةُفيُبعدُواحدُطريقةُالفروقُالمنتييةلتوضيحُ

 1مثال

 :[FDM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ

                              

ُمعُُشروطُحدية

                    

ُوشروطُابتدائية

                                     

ُثوابت.ُ   حيثُ

ُُ:تتمخصُالطريقةُفيُعدةُخطوات

 ُ:مُالنطاققسنالخطوةُالأولىΩ  {               } ُُ

ُبحيثُ نختارُعددُصحيحُ
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 ُ:ُأيُأنُالمركزيُقفرُالُة(ُبمعادل1المشتقاتُفيُالمعادلةُ)نستبدلُالخطوةُالثانية

           
 (       )    (     )            

  
 

           
 (       )   (     )           

 
 

 

                   

  
   

                   

  
 

  ُنفرضُأن
  

 
ُ:تاليةمعادلةُالفروقُالُ،ُنحصلُعمىُ

                     
 
(                   ) 

ُتصبحُالمعادلةُُ   وعندماُ

                                        

ُباستخدامُالفرقُالمركزيُلمعادلةُالموجةُفيُبعدُواحدُ(ُتمثلُتقريبُالفروقاتُالمنتيية2المعادلةُ)
ُ.       وُُ           وتتحققُلكلُمنُ

ُف نُ   بماُأنُ

  
  

 
   

 

 
 

 ُ:ُتعطىُُالحديةالشروطُالخطوةُالثالثة

                                   

                                   

 ُ:ُتؤديُإلىُأنُُالشروطُالابتدائيةالخطوةُالرابعة
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ُ,ُ نستخدمُقيمُالدالةُعندُُ   عندُُ      (ُلإيجادُقيمُالدالة2ُلاحظُمنُخلالُالمعادلةُ)
ُ.ُ    وُ    نحتاجُإلىُُ    فمثلاُلحسابُ،ُ   

،ُوذلكُباستبدالُُ            منُخلالُالشرطُالابتدائيُُىذهُالقيمُيمكنُالحصولُعميياُ

  المشتقةُ

  
ُ،ُأيُأنبالفرقُالمركزيُ

  

  
 

          

  
       

ُ.   عندُُ      ُقيمةُالدالةُ     بحيثُ

ُ(ُنحصلُعمى2)ُفيُالمعادلةُ   ،ُوُبالتعويضُعنُُ          وُحيثُأنُ

                                    

     
 

 
[                      ]              

 1مثال

 :[FDM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ

                              
                       

                                   

 الحل

1ُمنُالمثالُ

 ُنفرضُأن  
 

 
  ومنُالعلاقةُُ

 

 
ُأيُأنُ يمكنُإيجادُقيمةُُ

  
 

 
 

 

  
 

ُ،ُأيُأنُ  ُ،ُ  ومنياُنحصلُعمىُقيمُ
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 (ُُىي1ُحيثُأنُمعادلةُالفرقُلممعادلة)ُ

                                        

 ُتعطىُكالتاليُالشروطُالحدية

                   

                   

                   
                    

 ُُتؤديُإلىُأنالشروطُالابتدائية

                                
               

           

 
          

  
              

ُ(ُنحصلُعمى2فيُالمعادلةُ)ُ   نفرضُأنُُ    ولحسابُالصعُُ

                          

ُف ن:ُ          وحيثُأنُ

     
 

 
[             ]         
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ُ    لُعمىُقيمُصحنلابتدائيةُنكونُجدولُللشروطُواوالشروطُالحديةُُ(2)ُمنُمعادلةُالفرقإذاُ
ُ.           وُ           لكلُ

    ُماعندُ    قيمُ(ُيوضح1.3ُجدول)
 

 
 

                                                        0        

0 0.0310 0..0.3 0.133.- 3- 0.133.- 0..0.3 0.0310 0 0 

0 0.1310 0.3.00 0.3103- 0.133.- 0.3103- 0.3.00 0.1310 0        

0 0.0311- 0.3- 0.3.00 0..0. 0.3.00 0.3- 0.0311- 0        

0 0.3310- 0.0311- 0.1310 0.0310 0.1310 0.0311- 0.3310- 0        

0 0 0 0 0 0 0 0 0        

0 0.3310 0.0311 0.1310- 0.0310- 0.1310- 0.0311 0.3310 0        

0 0.0311 0.3 0.3.00- 0..0.3- 0.3.00- 0.3 0.0311 0        

0 0.1310- 0.3.00- 0.3101 0.133. 0.3101 0.3.00- 0.1310- 0        

0 0.0310- 0..0.3- 0.133. 3 0.133. 0..0.3- 0.0310- 0        

 ُ

2ُلممثالُتقريبييوضحُالحلُالُ(ii.1.3.3شكل)2ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُلممثالُالتقريبيُيوضحُالحلُ(i.1.3.3شكل)
    عندماُ[FDM]بطريقةُُُُُُُُُ

 

 
  ماعندُ [FDM]بطريقةُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ      

 

   
 ُ

 3مثال 

 :[FDM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ
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FDM solution at t=pi/100
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 الحل

  ُنفرضُأن،1ُمنُالمثال
 

 
  العلاقةُُومنُ

 

 
ُ،ُأيُأن:ُ يمكنُإيجادُقيمةُُ

  
 

 
 

 

 
 

ُ:كالتاليُ  ،ُ  ومنياُنحصلُعمىُقيمُ

      
 

 
             

                                             

      
 

 
             

                                             

ُوحيثُأنُمعادلةُالفرقُىيُ

                                                       

ُوالشروطُالحدية

                           
                           

ُُوالشروطُالابتدائيةُ

                  

            

  
          

  
              

ُ(ُنحصلُعمى2فيُالمعادلةُ)ُ   نفرضُأنُُ    ولحسابُالصع
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ُف ن:ُ          وحيثُأنُ

                                      

     
 

 
[                           ] 

ُ    لُعمىُقيمُحصنالابتدائيةُنكونُجدولُلالشروطُُوالشروطُالحديةُوُ(2)قوُمنُمعادلةُالفرُإذاًُ
ُ.ُ           ،ُ           لكلُ

ُ     عندُُ    ُ(ُيوضحُكلُقيم2.3جدول)
3 0.3.3 0..3 0.033 0.3 0.1.3 0.33 0.125 0            

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0.0333- 0.0.13- 0.0333- 0 0.0333 0.0.13 0.0333 0 0.125 

0 0.3.03- 0.33- 0.3.03- 0 0.3.03 0.33 0.3.03 0 0.33 

0 0.1033- 0.1303- 0.1033- 0 0.1033 0.1303 0.1033 0 0.1.3 

0 0.1310- 0.3- 0.1310- 0 0.1310 0.3 0.1310 0 0.3 

0 0.1033- 0.1303- 0.1033- 0 0.1033 0.1303 0.1033 0 0.033 

0 0.3.03- 0.33- 0.3.03- 0 0.3.03 0.33 0.3.03 0 0..3 

0 0.0333- 0.0.13- 0.0333- 0 0.0333 0.0.13 0.0333 0 0.3.3 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 

ُ

3ُلممثالُتقريبييوضحُالحلُالُ(ii.2.3.3شكل)3ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُلممثالُالتقريبيُيوضحُالحلُ(i.2.3.3شكل)
      ُماعندُ[FDM]ُبطريقةُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ       عندماُ[FDM]بطريقةُُُُُُُُُُ
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FDM solution at t=0.5
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 المنتهية لحل معادلة الموجة في بعدين طريقة الفروق  1.3.3

بعدينُولتوضيحُالطريقةُندرسُمعادلةُلحلُمعادلةُالموجةُفيُُالمنتييةُيمكنُتعميمُطريقةُالفروق
ُالموجةُالتالية

 1مثال

 :[FDM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ

      (       )                                      ُُ

                                                                  
                                                               

ُتتمخصُالطريقةُفيُعدةُخطوات:ُ

 ُ:ُبحيثُ     أعدادُصحيحةُُنختاروُُقسمُالنطاقنالخطوةُالأولى

           
           

           

ُ.          ،           ،           لكل

 ُ:نفرضُأنُُالخطوةُالثانية       ُ
 ُ:ُيجادُمعادلةُالفروقُالمنتييةإالخطوةُالثالثة

ُأيُأن:ُ،معُاىمالُمقدارُالخط ُقُالمركزي(ُبمعادلةُالفر1ُتُفيُالمعادلةُ)نستبدلُالمشتقا

   (        )  
 (          )    (        )   (          )

     
   

   (        )  
 (          )    (        )   (          )
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   (        )  
 (          )    (        )   (          )

  
    

ُ(ُنحصلُعمى1فيُالمعادلةُ)ُ           وبالتعويضُعنُمعادلاتُالاستبدالُ

             
                         

   
      

   (
                        

  
  

 
                         

  
)   (        )           

ُ          ،           ،           لكلُ

   ُفرضُأننوُُ   ربالمقداُ(2)ُبضربُطرفيُالمعادلةوُ
     

  
ُنحصلُعمى:ُ  

                                                                  

       (        )                   

ُُ(ُتمثلُتقريبُالفروقاتُالمنتييةُلمعادلةُالموجةُفيُبعدينُوتتحققُلكل3المعادلةُ)

ُ           ،           ،          .ُ

 ُُُالشروطُالحدية

                              

                                  

 الشروطُالابتدائية:ُ

        (     )                    

  نستبدلُالمشتقةُُُ           وبالنسبةُلشرطُالابتدائيُ

  
ُ:ُأيُأنبالفرقُالمركزيُُ
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 لكووووووولُُ      قُوُالشوووووووروطُالحديوووووووةُوالابتدائيوووووووةُنتحصووووووولُعموووووووىُكووووووولُقووووووويمُوُمعادلوووووووةُالفووووووورُُمووووووونوُ

            ،           ،          .ُ

 1مثال

 :[FDM]الحلُالتقريبي)العددي(ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُمستخدماًُطريقةُأوجدُ

     (       )                       

                                              

                     
 

 
       

 

 
                 

 الحل 

1ُمنُالمثالُ

 نفرضُأن           ُ،       ُ
 (ُتكونُعمىُالصورة1)ُلةمعادلةُالفروقُُلمعادُوحيثُأنُ

                                                                     ُُ

ُ          ،           ،           لكلُ

 ُ:ُالشروطُالحدية

                               

                                

 ُالشروطُالابتدائية

               
 

 
       

 

 
   

              
 

 
        

 

 
    

  نستبدلُالمشتقةُُ           بالنسبةُلشرطُالابتدائيُوُ

  
ُ:أيُأنبالفرقُالمركزيُُ
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ُ      موعُُباسوتخدامُبرنوامجُالمواتلابوُُالابتدائيةوالشروطُالحديةُوُُ(2)ُمعادلةُالفرقمنُ
    ماُعندُ      كلُقيمُالذيُيوضحُُ[i.3.3.3]نحصلُعمىُالشكل

 

 
،        ُ

ُ.          ،           ،           لكلُ،ُ

ُُُُُُ ُ
2ُتقريبيُلممثاليوضحُالحلُالُ(ii.3.3.3شكل)2ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُالتقريبيُلممثالُيوضحُالحلُ(i.3.3.3شكل)

    عندما[FDM]بطريقةُُُُُ
 

 
ُُ      ماعندُ[FDM]ُبطريقةُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ        

ُفويُبعودُواحودُوبعودينُتينُعودديتينُلحولُمعادلوةُالموجوةطوريقتموتُدراسوةُُوأنُنجدُمماُسبقنلاحظُ
طريقوةُالفوروقُوُ  Adomian Decomposition Method[ADM]تقريوبُأدوميوانُوىمواُطريقوة

تطبيوقُالطوريقتينُعموىُتوضيحُكيفيةُ،ُوقدُتمُFinite Differences Method[FDM]المنتييةُ
مونُىوذهُالأمثموةُفويُصوورةُُ،ُإضافةُإلىُذلوكُتومُتوضويحُالنتوائجُالمتحصولُعمييواعدةُأمثمةُمختمفة

ُُ.ُ.ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُأشوووكالُبيانيوووةجوووداولُوُ
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FDM solution at t=0.1
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 الفصل الرابع

 

 العدديةمقارنة نتائج الطرق التحميمية و 
Comparing The Results of Analytical and Numerical Methods
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ُُُُُُُ                                                                    Introduction مقدمة 1.4

ُُلمعادلووةُالموجووةُالخطيووةُةالعدديووُولالحموووُُةالتحميميووُولنتووائجُالحمووليحتووويُىووذاُالفصوولُعمووىُمقارنووةُ
،  Adomian decomposition method[ADM]المتحصوولُعميوووُموونُالطووريقتينُالعوودديتينوُ

Finite differences method[FDM]،ُُالمواتلاببرنوامجُسنسوتخدم Matlabُلتوضويحُالمقارنوة
ُ.التحميميُوالعدديُالحمينُائجتنُبين

  1مثال 

ُ:ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُ)العددي(أوجدُالحلُالتقريبي

                               
                     

                              

 ُ)الفعمي(الحلُالتحميمي

                      

 الحل:

 :[ADM]طريقة تقريب أدوميان  (1)

                (      )                

ُأنُحيث

       
  

   
            

  

   
         

ُالمعرعُكالتاليوُُ   نطبقُالمؤثرُالعكسيُلطرفيُالمعادلةُ

   
   ∫∫       

 

 

 

 

 

ُإذا
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  (           )      

  (   (      ))    

                        ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

                ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

ُأيُانُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ الانُنعوضُفيُكلُ

  ∑       

 

   

 

∑       

 

   

        ∫∫
  [∑        

 
   ]

   
    

 

 

 

 

 

ُومنياُ

                

           ∫∫
  [∑        

 
   ]

   
         

 

 

 

 

 

         ∫∫
  [       ]

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
  [       ]

   
           

 

 

 

 

 

                    

         ∫∫
  [       ]
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         ∫∫
  [           ]

   
           

 

 

 

 

 

        
  

 
          

         ∫∫
  [       ]

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
  *

  
 

         +

   
           

 

 

 

 

 

         
   

  
          

ُ 

         ∫∫
  [       ]

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
  * 

   
  

         +

   
           

 

 

 

 

 

        
   

   
          

⁞ 
ُوىكذا،ُإذاًُ

                                                ُُ
                       

 
  

 
          

   

  
          

   

   
                  

            [      
  

 
   

   

  
   

   

   
    ] 
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ُحيثُأن

              
  

 
   

   

  
   

   

   
     

ُالتقريبي)العددي(ُُيكونُعمىُالصورةُالتاليةالحلُإذاًُ

                      

ُ.ُُ)الفعمي(الحلُالتحميميُيتقاربُإلىُ[ADM]باستخدامُطريقةُُنلاحظُأنُالحلُالعدديُ

ُ
ُ(ُيوضحُمقارنةُبينُالحمينIIُ.1.1.4(.1باستخدامُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُشكل))1ُالمثالُحلُيوضحIُ).1.1.4(.1))شكلُُُُ

    عندما[ADM]طريقةُُُُُُُُ
 

 
  ُماعندوالتقريبيُُالتحميميُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ      

 

   
ُ

 [FDM]طريقة الفروق المنتهية   ( )

  ُنفرضُأنُ
 

 
  ،ُومنُالعلاقةُ

 

 
ُ،ُأيُأن يمكنُإيجادُقيمةُُ

  
 

 
 

 

  
 

ُ:حيثُأنُ  ،  نحصلُعمىُقيمُُ ،ُ ُقيمتيُمنُخلال
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ُُتكونُعمىُالصورةُالتاليةُ(1لممعادلةُ)ُوحيثُأنُمعادلةُالفرق

                                        

ُوالشروطُالحدية

                
                     

ُوالشروطُالابتدائيةُ

                              

           
          

  
   

            

لكلُُ    عمىُقيمُُحصللنالابتدائيةُنكونُجدولُالشروطُوالشروطُالحديةُوُُ(3)ومنُمعادلةُالفرق
           ُ،ُ           .ُُ

    عندماُُ    (ُيوضحُكلُقيم1.4ُجدول)
 

 
ُ

                                                        0          

0 0..0.3- 3- 0..0.3- 0 0..0.3 3 0..0.3 0 0 

0 0.3- 0..0.3- 0.3- 0 0.3 0..0.3 0.3 0        

0 0 0 0 0 0 0 0 0        

0 0.3 0..0.3 0.3 0 0.3- 0..0.3- 0.3- 0        

0 0..0.3 3 0..0.3 0 0..0.3- 3- 0..0.3- 0        

0 0.3 0..0.3 0.3 0 0.3- 0..0.3- 0.3- 0        

0 0 0 0 0 0 0 0 0        

0 0.3- 0..0.3- 0.3- 0 0.3 0..0.3 0.3 0        

0 0..0.3- 3- 0..0.3- 0 0..0.3 3 0..0.3 0        
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(1ُالحلُالعدديُلممثالُ)ُ(ii.1.1.4(.2))الرسمُالموضحُفيُالشكلُنتائجُمنُخلاللاحظُأنوُ

ُُالحلُالتحميمي.ُُُيتقاربُإلىُ[FDM]باستخدامُطريقةُ

 ُ
ُ(ُيوضحُمقارنةُبينُالحمينiiُ.1.1.4(.2))باستخدامُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُشكل1ُ(ُيوضحُحلُالمثالi.2.1.1.4)))شكلُُُُُُُ

    عندما[FDM]طريقةُُُُُُُُُُ
 

 
  ُماعندُالتحميميُوالتقريبيُُُُُُُُُُُُُُُُُُ      

 

   
ُ

 1مثال 

ُ:ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُ)العددي(أوجدُالحلُالتقريبي

                               
                          

                                     

 )الفعمي(الحلُالتحميمي

                           

 الحل

 [ADM]طريقة تقريب أدوميان   (1)

ُأنُحيث
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ُأيُأن

                (      )           

ُ(ُوُالمعرعُكالتالي2)نطبقُالمؤثرُالعكسيُلطرفيُالمعادلةُ

   
      ∫∫       

 

 

 

 

 

ُإذا

   
  (           )     

  (   (      )) 

                       ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

                    ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 

ُأيُانُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ الانُنعوضُفيُكلُ

  ∑       

 

   

 

∑       

 

   

              ∫∫
  [∑        

 
   ]

   
    

 

 

 

 

    

ُومنياُ

                     

          ∫∫
  [∑        

 
   ]
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        ∫∫
  [       ]

   
           

 

 

 

 

 

        ∫∫
  [            ]

   
           

 

 

 

 

 

                     

        ∫∫
  [       ]

   
           

 

 

 

 

 

        ∫∫
  [            ]

   
           

 

 

 

 

 

        
 

  
            

        ∫∫
  [       ]

   
           

 

 

 

 

 

        ∫∫
  *

 
  

           +

   
           

 

 

 

 

 

         
 

   
            

⁞ 
ُإذاًُ،ُوىكذا
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           [  
 

 
     

 

  
     

 

   
      ] 

ُحيثُأن

          
 

 
     

 

  
     

 

   
       

ُالحلُالتقريبي)العددي(ُُيكونُعمىُالصورةُالتاليةإذاًُ

                           

ُالحلُالتحميمي)الفعمي(.ُُُيتقاربُإلىُ[ADM]نلاحظُأنُالحلُالعدديُباستخدامُطريقةُ

ُ
ُ(ُيوضحُمقارنةُبينُالحمينIIُ.2.1.4(.1باستخدامُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُشكل))2ُيوضحُحلُالمثالIُ).2.1.4(.1))شكلُُُُ

ُ      ُماوالتقريبيُعندُالتحميميُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ       عندما[ADM]طريقةُُُُُُُُُ

 [FDM]طريقة الفروق المنتهية  ( )

  ُفرضُأنن
 

 
  العلاقةُُ،ُومنُ

 

 
ُأيُأنُ يمكنُإيجادُقيمةُُ

  
 

 
 

 

 
 

ُحيثُأنُ   ،ُُ  نحصلُعمىُقيمُُ ، ُقيمتيُومنُخلال
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ُىيُُ(1لممعادلةُ)ُوحيثُأنُمعادلةُالفرق

                                          

ُوالشروطُالحدية

          
                         

ُو

         
                        

ُوالشروطُالابتدائيةُ

                    
                     

ُُو

            

 
          

  
    

            

لكلُُُ    عمىُقيمُُحصللنالابتدائيةُنكونُجدولُالشروطُوالشروطُالحديةُوُُ(3)ومنُمعادلةُالفرق
           ُ،ُ           .ُ

ُ

ُ
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ُ     عندُ    (ُيوضحُكلُقيم2.4ُجدول)
                                                     

1 1.0101 1.3013 1.1.33 1.3000 1.3333 1.0013 3.3001 3   

1 1.3333 1.0300 1.1133 1.11.3 1.0333 1.3300 3.3133 3       

1 1.1303 1..300 1.0130 1.0313 1.0330 1.3300 3.0003 3      

1 1.30.0 1.3033 1.1133 1.3031 1.0333 3..033 3.13.0 3       

1 3.3.30 3..300 3.0330 3.3000 3.1.30 3.3300 3.3330 3     

1 3.3333 3.3033 3.03.0 3..110 3.00.0 3..033 3.3133 3       

1 3.1113 3..300 3.1331 3.0333 3.0031 3.3300 3.3313 3      

1 3.30.0 3.1111 0.03.0 0.0333 0.00.0 0.0111 3.13.0 3       

1 3.3000 3.1133 0....3 0.3000 0.33.3 0.3133 3.1300 3   

(2ُالحلُالعدديُلممثالُ)ُ(ii.2.1.4(.2))الرسمُالموضحُفيُالشكلُنتائجُمنُخلاللاحظُأنوُ
 ُالحلُالتحميمي.ُُُيتقاربُإلىُ[FDM]باستخدامُطريقةُ

 ُُُ
ُ(ُيوضحُمقارنةُبينُالحمينII.2.1.4(.2))باستخدامُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُشكل2ُ(ُيوضحُحلُالمثالI.2.1.4(.2))شكل

ُ      ُماعندُالتحميميُوالتقريبيُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ       عندما[FDM] طريقةُُُُ

 3مثال 

ُ:ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُ)العددي(أوجدُالحلُالتقريبي
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ُ)الفعمي(الحلُالتحميمي

       
    

  
                 

   

 
 

 

 
               

 الحل

 [ADM]طريقة تقريب أدوميان  (1)

ُأنُحيث

       
  

   
            

  

   
         

ُأيُأن

   (      )      (      )                       

ُ(ُنحصلُعمى2نطبقُالمؤثرُالعكسيُلطرفيُالمعادلةُ)

   
  (   (      ))      

  (   (      ))     
  (         ) 

∫∫
        

   
    

 

 

 

 

  ∫∫
        

   
    

 

 

 

 

 ∫∫             

 

 

 

 

 

∫[
       

  
]
 

 
 

 

    ∫∫
        

   
     

 

 

 

 

∫           

 

 

 

∫[
       

  
 

       

  
]

 

 

  ∫∫
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[      ] 
          

  ∫∫
        

   
              

 

 

 

 

       

ُإذاُ 

                        ∫∫
        

   
              

 

 

 

 

       

ُوبالتعويضُعنُالشروطُالابتدائيةُنحصلُعمى

        
  

  
                        

  ∫∫
        

   
      

 

 

 

 

 

ُأيُانُبمتسمسمةُلاُنيائيةُمنُالحدودُ الانُنعوضُفيُكلُ

  ∑       

 

   

 

∑       

 

   

 
  

  
                       

  ∫∫
   ∑        

 
    

   
    

 

 

 

 

 

ُإذاًُ

        
  

  
             [      ] 

          ∫∫
   ∑        
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ُومنياُنحصلُعمى

         ∫∫
  (       )

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫

  (
  

  
                       )

   
           

 

 

 

 

 

        
   

 
          

         ∫∫
  (       )

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
  (

   

 
         )

   
           

 

 

 

 

 

        
  

 
        

        ∫∫
  (       )

   
           

 

 

 

 

 

         ∫∫
  (

  
 

       )

   
           

 

 

 

 

 

         
  

  
        

⁞ُ
ُ،ُإذاًُوىكذا
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 [      
  

 
   

  

  
    ]       

ُالحلُالتقريبي)العددي(ُُيكونُعمىُالصورةُالتاليةإذاًُ

       
    

  
                 

   

 
 

 

 
               

ُالحلُالتحميمي)الفعمي(.ُُُيتقاربُإلىُ[ADM]نلاحظُأنُالحلُالعدديُباستخدامُطريقةُ

 ُ
ُ(ُيوضحُمقارنةُبينُالحمينIIُ.3.1.4(.1))باستخدامُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُشكل3ُ(ُيوضحُحلُالمثالI.3.1.4(.1))شكل

    عندماُُ[ADM]طريقةُُُُُُ
 

 
  ُماعندُالتحميميُوالتقريبيُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ      

 

  
ُ

ُ[FDM]طريقة الفروق المنتهية  ( )

  ُفرضُأنن
 

 
  العلاقةُُ،ُومنُ

 

 
ُ،ُأيُأن يمكنُإيجادُقيمةُُ

  
 

 
 

 

  
 

ُحيثُأنُ  ُ،ُ  نحصلُعمىُقيمُُ ،ُ ُقيمتيُومنُخلال
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ُىيُُ(1لممعادلةُ)ُوحيثُأنُمعادلةُالفرق

                            (
 

  
)
 

                             

ُوالشروطُالحدية

                 

 
          

  
           

               
             

  
         

         

  
         

ُوالشروطُالابتدائيةُ

       
  

  
 

      
  

 

  
 

                 

 
          

  
          

            
 

 
         

لكلُُُ    لُعمىُقيمُحصنالابتدائيةُنكونُجدولُلالشروطُوالشروطُالحديةُوُُ(3)ومنُمعادلةُالفرق
           ُ،           .ُ
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    عنماُُ    (ُيوضحُكلُقيم3.4ُجدول)
 

 
ُُ

                                                        0ُ         

3.3.03 3.3030 0.3310 0.0310 0.103. 0.3300 0.0033 0.0313 0 0ُ

3.1003 3.311. 0.0000 0..030 0.1001 0.0003 0.0330 0.330. 0.30..        
3.1333 3.3330 0.0033 0..1.1 0.11.1 0.3000 0.3301 0.3310 0.3033        
3.1013 3.3313 0.3103 0.0313 0.33.1 0.1.0. 0.1001 0.1311 0.1330        

3.3030 3.3100 0..033 0.3.03 0.0333 0..331 0.0.30 0.3131 0.3330        
3.3001 3.0011 0.3101 0..103 0..330 0.3311 0.3333 0.3310 0.0013        
3.0313 0.0033 0.0311 3.0331 0.0310 0.3330 3.0100 3.1333 3.033.        

0.303. 0.013. 3.3013 3.3310 3.3130 3.31.0 3.101. 3...10 3.3033        
3 3.0313 3.0033 3.3300 3.103. 3.0310 3.3310 3.3030 3.3.03        

(3ُالحلُالعدديُلممثالُ)(iiُ.3.1.4(.2))الرسمُالموضحُفيُالشكلُنتائجُمنُخلاللاحظُأنوُ
 ُالحلُالتحميمي.ُُُيتقاربُإلىُ[FDM]باستخدامُطريقةُ

ُ

ُ(ُيوضحُمقارنةُبينُالحمينIIُ.3.1.4(.2))شكلُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُباستخدام3ُُُُُ(ُيوضحُحلُالمثالI.3.1.4(.2))شكلُُ
    عندما[FDM]طريقةُُُ

 

 
  ُماعندُالتحميميُوالتقريبيُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ      

 

  
ُ

 4لمثا

ُ:ُلمعادلةُالموجةُالتاليةُ)العددي(أوجدُالحلُالتقريبي

     (       )                            
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ُ)الفعمي(الحلُالتحميمي

                               

 الحل

ُ  [ADM]يانطريقة تقريب أدوم  (3)

 ُحيثُأن

                [                           ]                     

   نطبقُالمؤثرُالمعكوسُ
ُفنحصلُعمى(2ُعمىُالمعادلةُ)ُ  

   
  (             )      

  (                            )   ُُ

                           

     
  (                           ) 

                        

     
  (                           ) 

ُحيثُ

                       

            
  (                                       )ُُُ

         ∫∫                      

 

 

 

 

 

                           

            
  (                       

                        ) 
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         ∫∫                        

 

 

 

 

 

                             
⁞ 

 إذاُ،ُوىكذا

                                         

                                                      ُُ
                       [            ] 

ُحيثُأن

                     

ُالحلُالتقريبي)العددي(ُُيكونُعمىُالصورةُالتاليةإذاًُ

                                

ُالحلُالتحميمي)الفعمي(.ُُُيتقاربُإلىُ[ADM]نلاحظُأنُالحلُالعدديُباستخدامُطريقةُ

ُ
ُ(ُيوضحُمقارنةُبينُالحمينIIُ.4.1.4(.1))شكلُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُباستخدام4ُُ(ُيوضحُحلُالمثالI.4.1.4(.1))شكل

    عندما[FDM]طريقةُ
 

 
        ُماعندُالتحميميُوالتقريبيُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ        
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 [FDM]الفروق المنتهية ( طريقة 1)

ُنفرضُأنل

           ،ُ        

ُتكونُعمىُالصورة:ُ    عندُ(1)لمعادلةُُمعادلةُالفروقُوُحيثُأن

                                                                     ُُ

           ،           ،           

ُوُالشروطُالحدية:ُ

                    
                 

                     
                 

                                

ُوُالشروطُالابتدائية

                       
                           

            

  نستبدلُالمشتقةُُ

  
ُبحيث:ُبالفرقُالمركزيُ
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ُ      باستخدامُبرنامجُالماتلابُمعُ،ُوُ(ُوالشروطُالحديةُوالابتدائية3منُمعادلةُالفرقُ)
ُو         اُوومعندُ      كلُقيمُالذيُيوضحُوُ[i.4.1.4.(2)] ُنحصلُعمىُالشكل

    
 

 
ُ.          ،           ،           لكلُُ

(4ُالحوولُالعوودديُلممثووالُ)ُ(II.4.1.4(.2))ُأنوووُموونُخوولالُنتووائجُالرسوومُالموضووحُفوويُالشووكللاحووظُ
ُالحلُالتحميمي.ُُُُيتقاربُإلى [FDM]باستخدامُطريقةُ

ُُ
ُُُُُُ(ُيوضحُمقارنةُبينُالحمينII.4.1.4(.2))باستخدامُُُُُُُُُُُُُُُُُُُشكل4ُ(ُيوضحُحلُالمثالI.4.1.4(.2)شكل)
    عندما[FDM]طريقةُ

 

 
ُ      ُماعندُالتحميميُوالتقريبيُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ        
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  Results and Conclusion                          النتائجو  خاتمةال  1.4

ُجووةُالخطيووةُفوويُبعوودُواحوودمعادلووةُالموُإلووىُُمعادلووةُالموجووةُالدراسووةُقسوومتُنلاحووظُأنُىووذهُقاُسووبمووم
غيوورُالمتجانسووة.ُثوومُُمتجانسووةُوُلموجووةُالخطيووةُفوويُبعوودينمعادلووةُاغيوورُالمتجانسووة،ُوُوُمتجانسووةُ

طريقووووووةُمفكوووووووكُالووووووودوالُوُُ[SVM]ُطريقوووووووةُفصوووووولُالمتغيووووووراتحوووووولُالمعادلووووووةُبووووووالطرقُالتحميميووووووةُ
ُ.[FDM]طريقووةُالفووروقُالمنتييووةوُ[ADM] طريقووةُتفريووقُأدوميووان،ُالطوورقُالعدديووةُُ[EFM]الذاتيوة

ُتحميوولُطريقووةُطبقووتحيووثُُنتووائجُالطوورقُالتحميميووةُوالعدديووةُبووينُمقارنووةوموونُخوولالُذلووكُثوومُعموولُ
 Finiteطريقوةُالفوروقُالمنتييوةُوُ Adomian Decomposition Method[ADM]ُأدوميوان

Difference Method[FDM]ُُفوويُُغيوورُالمتجانسووةُوجانسووةُتمالعمووىُمعادلووةُالموجووةُالخطيووة
ُدوُلاُيوجوأنوُأمثموةُمختمفوةُوقودُلووحظُعموىُالطوريقتينُلكولُموننتوائجُالُبينُوقارناُ،بعدُواحدُوبعدين

ُتبوينوُُ، عندد ممدن محدد  الحولُالتحميمي)الحولُالمضوبوط(ُاختلاعُُبينُالحمينُالتقريبي)العددي(ُوُ
كموواُلوووحظُأنُالطوورقُُ،الأسوويلُوالأسوورعُتقاربوواًُلمحوولُالتحميمي)المضووبوط(ىوويُُ[ADM]أنُطريقووةُ

أىميوووةُوُفائووودةُمووونُالطووورقُوعموووىُمسوووتونُعووواليُمووونُالدقوووةُوأكثووورُُالعدديوووةُتعتبووورُنموذجيوووةُفعالوووة
ُالتحميمية.

ُ

ُ

ُ

ُ

ُ

ُ

ُ

ُ

ُ

ُ
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