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ABSTRACT 

 

وأٌضا إلى  ،ساسٌة للزمرةإلى التعرٌف بالمفاهٌم الأ تهدف هذه الدراسة       

 هذه النظرٌات اهٌنى والثانٌة والثالثة وتقدٌم برالتعرٌف بنظرٌات سٌلو الأول

ى توضٌح كما تهدف إل .وشً وتأثٌر الزمرة على المجموعةباستخدام مبرهنة ك

 تمٌٌز زمر سٌلو الجزئٌة: ومن هذه التطبٌقات بعض تطبٌقات نظرٌات سٌلو

، ر البسٌطة، وتمٌٌز الزمالناظمٌة، وتمٌٌز الزمر التبدٌلٌة، وتمٌٌز الزمر الدورٌة

الهدف الرئٌسً لهذه الدراسة وهو تصنٌف فً تحقٌق تساعد وكل هذه الأهداف 

فً  المنهج الوصفً التحلٌلً تم استخدامقد ، وومر المنتهٌة باستخدام نظرٌات سٌلالز

، البحث العام فً مصادر المعلومات طرٌق المعلومات عن وجمعت، هذه الدراسة

 وعة نتائج أهمها:وتوصلت هذه الدراسة إلً مجم

 .زمرة سٌلو الجزئٌة الناظمٌة تكون وحٌدة 

  قوى تحتوى على زمرة جزئٌة ناظمٌةرتبة الزمرة التً ٌمكن وضعها على شكل. 

  .الزمرة التً تحتوي على الأغلب زمرة جزئٌة واحدة من كل رتبة تكون دورٌة 

 كانت لها زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة الزمرة تكون غٌر بسٌطة إذا. 

  61من أقل التً رتبتها تصنٌف الزمر المنتهٌة. 
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 1 انًقذيت

 الفصل الأول : الوفاهين الأساسيت للزهرة

 5 انعًهٛت انثُائٛت (1-1)

 7 انضيشة ٔبعض خٕاصٓا الأساسٛت (1-2)

 11 اندضئٛتانضيشة انًُخٓٛت ٔ انضيشة  (1-3)

 15 صيشة انخبادٚم ٔ انضيشة انذٔسٚت (1-4)

 15 صيشة انخبادٚم (1-4-1)

 17 انضيشة انذٔسٚت (1-4-2)

 22 لاَدشاَح يبشُْت انًدًٕعاث انًصاحبت ٔ  (1-5)

 25 انضيشة اندضئٛت انُاظًٛت ٔ صيشة انقسًت (1-6)

 28 انخشاكم (1-7)

 33 ٔفصٕل انخشافقحأثٛش انضيشة عهٗ انًدًٕعت  (1-8)

 الفصل الثاني : نظرياث سيلى وبعض تطبيقاتها

 39 بعض انخعاسٚف ٔ انًبشُْاث انخٙ حسخخذو فٙ إثباث َظشٚاث سٛهٕ ٔحطبٛقاحٓا (2-1)

 47 َظشٚاث سٛهٕ (2-2)

 54 بعض حطبٛقاث َظشٚت سٛهٕ (2-3)

 54 صيشة سٛهٕ اندضئٛت انُاظًٛت (2-3-1)

 59 ٛض انضيش انذٔسٚتٛسٛهٕ فٙ حًحطبٛق َظشٚت  (2-3-2)

 63 ٛض انضيش انخبذٚهٛتٛحطبٛق َظشٚت سٛهٕ فٙ حً (2-3-3)

 66 ٛض انضيش انبسٛطتٛحطبٛق َظشٚت سٛهٕ فٙ حً (2-3-4)

 باستخدام نظريت سيلى الونتهيتتصنيف الزهر  فصل الثالث :ال

 70 حصُٛف انضيش انًُخٓٛت باسخخذاو َظشٚاث سٛهٕ (3-1)

 83 انخلاصت 

 85 قائًت انًصادس

Conclusion 88 

Abstract 89 



 

 

 
 ي

 فهرس الجداول

 الصفحة اسم الجدول رقم الجدول

 19   جدول الضرب للزمرة  (1-1(

 21   لزمرة لضرب الجدول  (1-2)

 82 16جدول تصنٌف الزمر المنتهٌة التً رتبتها أقل من  (3-1)

 

 



 

 

 

 المقدمــــــــة                                         

Introduction 

تخدم مفهوم الزمر فً العدٌد من ، إذ ٌسة إحدى أهم الأنظمة الجبرٌةتعد الزمر       

أما ، الفروعالً وغٌرها من التحلٌل الدع الرٌاضٌات البحثة ، كالهندسة والتبولوجٌا وفرو

الأشعة صعٌد الرٌاضٌات التطبٌقٌة فقد تم استخدامها فً مجالات المٌكانٌكا الكم و على 

، لٌس فقط لأنها أداة لا ٌمكن الاستغناء عنها ةأصبحت الزمر و. السٌنٌة و التحلٌل الطٌفً

 وضع من تقودنا إلى اكتشافات جدٌدة ولكن لأنها تختصر لنا العملٌات الحسابٌة وتمكننا

 (2008)سمحان و الذكٌر ، . من النتائج الصعبة فً صورة موجزةالكثٌر 

كل الزمر الجزئٌة من زمرة  من المسائل المهمة فً الزمر هو اكتشاف بعض أو        

"   ىالتً تنص عل لانجرانجمبرهنة ، ومن النتائج المهمة فً نظرٌة الزمر هً معطاة

وأن عكس   " Gهو عدد ٌقسم رتبة الزمرة    Gرتبة أي زمرة جزئٌة من الزمرة 

مبرهنة  عكسو فً الزمر التبدٌلٌة، ولكن  لانجرانج صحٌحه فً الزمر الدورٌة مبرهنة 

 ،12رتبتها    فمثلا الزمرة  ٌحه فً الزمر المنتهٌة بصفة عامة،لانجرانج غٌر صح

 (Fraleigh, 2003) .6ولكن لٌس لها زمرة جزئٌة رتبتها 

  )لدوٌغ سٌلو( قدمه لنا العالم الرٌاضً النروٌجً  هو ما الاكتشافاتمن أهم          

LUDWIG SYLOW ) حٌث قدم لنا ثلاث نظرٌات جاءت  نظرٌته الأولى عكس )

عدد   إذا كان  ه، أي أنقوة أولٌة  نظرٌة لانجرانج فً حالات خاصة وهً عندما تكون 

تحتوي على زمرة جزئٌة  ٌجب أن  إذن  الزمرة   تقسم رتبة الزمرة     أولً و 

 ، أما النظرٌة الثالثة الزمر الجزئٌةجمٌع هذه تبٌن علاقة ، والنظرٌة الثانٌة   رتبتها 

 . علومات عن عدد هذه الزمر الجزئٌةمتعطً ف

، وكان الرٌاضً نظرٌاته الثلاثة لزمر التبدٌلات كره هنا أن سٌلو برهنمن المهم ذ        

حٌث  ،هو أول من قدم برهانا لهذه النظرٌات                   جورج فروبٌنس 

، و بعد ذلك نشر العدٌد من البراهٌن له لتقدٌم هذه البراهٌنلً حافزا كانت مبرهنة كٌ

سنستخدم هنا ما نراه أفضل هذه البراهٌن وهو البرهان الذي ٌعتمد  ، ولكنلنظرٌات سٌلو

 . وشً و تأثٌر الزمرة على المجموعةعلى مبرهنة ك
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الزمر الدراسة هو تصنٌف تناوله هذه هم تطبٌقات نظرٌة سٌلو التً سوف تومن أ        

المسائل المهمة فً نظرٌة  من ٌف الزمر المنتهٌة من حٌث التماثل، وٌعتبر تصنالمنتهٌة

ولكن لا  ،ستنتج قائمة تحتوي على تصنٌف جمٌع الزمر المنتهٌةأن ٌومن المهم ،الزمر

هذه الدراسة فً تصنٌف  ولهذا خصصت .مٌع الزمر المنتهٌةٌوجد تصنٌف ٌشمل ج

فنظرٌات سٌلو لها دور فً تصنٌف الزمر ، رتبتها تكون صغٌرةالمنتهٌة التً الزمر 

، فالزمر المنتهٌة التبدٌلٌة ٌتم تصنٌفها بواسطة تبدٌلٌةالوخاصة الزمر غٌر المنتهٌة 

لٌس لها مبرهنة أو فتبدٌلٌة الوأما الزمر غٌر  ،المبرهنة الأساسٌة للزمر المنتهٌة التبدٌلٌة

 أولا  ي زمرة من رتبة معٌنةلأ .تبدٌلٌةالقاعده تعتمد علٌها فً تصنٌف جمٌع الزمر غٌر 

لمبرهنة ستخدم افٌ ، إذا كانت تبدٌلٌةه الزمرة تبدٌلٌة أو غٌر تبدٌلٌةما إذا كانت هذ تمٌز

ت سٌلو ربط نظرٌاتبدٌلٌة فٌوإذا كانت غٌر  ،فً تصنٌفها الأساسٌة للزمر التبدٌلٌة

وفً متن   ،للحصول على تصنٌف الزمرة المعطاةالزمر بمبرهنات أخرى أساسٌة فً 

 . لكوضح ذهذه الدراسة سوف ٌ

 :فصول ةتحتوي هذه الدراسة على ثلاث 

ٌحتوي على تعرٌف العملٌة (  المفاهٌم الأساسٌة للزمرةعنوان ) بالفصل الأول       

، الزمرة الجزئٌة، والزمرة المنتهٌة والأولٌة الثنائٌة وخواصها، والزمرة وبعض خواصها

، والزمرة جموعات المصاحبة ومبرهنة لانجرانج، والموزمرة التبادٌل والزمرة الدورٌة

صول الزمرة على المجموعة وفتأثٌر و ،لناظمٌة وزمرة القسمة، والتشاكلالجزئٌة ا

 .  الترافق

بعض التعارٌف و ٌدرس (  تطبٌقاتهانظرٌات سٌلو وبعض ) بعنوان الفصل الثانً        

، نظرٌات سٌلو الأولى والثانٌة والثالثة تً تساعد فً إثبات نظرٌات سٌلوالمبرهنات ال

رهنة كوشً فً ومب ستخدم تأثٌر الزمرة على المجموعةنلهذه النظرٌات وسوسنقدم إثبات 

ناول فٌه ت، وسٌه النظرٌات فً توضٌح بعض الأمثلةطبق هذ، وسٌإثبات هذه النظرٌات

بعض التطبٌقات لهذه النظرٌة وهً: زمرة سٌلو الجزئٌة الناظمٌة، وتمٌٌز الزمر  أٌضا

 . الدورٌة، وتمٌٌز الزمر التبدٌلٌة، وتمٌٌز الزمر البسٌطة



 

 

 
3 

 هفٌناقش ٌ(  باستخدام نظرٌة سٌلو تصنٌف الزمر المنتهٌة )بعنوان الفصل الثالث       

تها الفصل الزمر التً رتب صنف هذاوسٌ ،رٌات سٌلوستخدام نظتصنٌف الزمر المنتهٌة با

 :حدى الصور التالٌةتكون على إ

 .الزمرة التً رتبتها عدد أولً (1

 . عدد أولً  حٌث    الزمرة التً رتبتها  (2

 .ولًعدد أ  حٌث    الزمرة التً رتبتها  (3

  .   لا تقسم        و و نعددان أولٌا  ،   إن حٌث   الزمرة التً رتبتها  (4

               و    ن و عددان أولٌا  ،   إن حٌث    رتبتها التً زمرة ال (5

          . 

 .8الزمرة التً رتبتها  (6

 .12الزمرة التً رتبتها  (7
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                          العملية الثنائية       1-1

 (2008)سمحان و الذكٌر ،    (                  (   )العملٌة الثنائٌة1-1-1تعرٌف )

 ةدال إذا كانت    على عملٌة ثنائٌة  نقول أن  .مجموعة غٌر خالٌة  لتكن     

 .         لكل    أي أن          ،  إلى      من

 : ملاحظة

 .      بدلا من      ٌستخدم عادة 

 :عض الأمثلة على العملٌة الثنائٌةعرض بٌالأن س

 (1-1-1مثال )

 .ثمتل عملٌة ثنائٌة       ℕ ىالجمع العادي علعملٌة 

 (2-1-1)مثال 

 .ثمتل عملٌة ثنائٌة       ℕ  الضرب العادي علىعملٌة 

 (3-1-1)مثال 

الطرح لٌس عملٌة                                                                      عملٌة ، ولكنثمتل عملٌة ثنائٌة        الطرح العادي علىعملٌة 

 . ℕ    ،  فمثلا ℕثنائٌة على 

 (4-1-1) مثال 

 عملٌة ، ولكنعملٌة ثنائٌةثمتل { }   { }    القسمة العادٌة على  عملٌة  

 ، فمثلا العادٌة لا ثمتل عملٌة ثنائٌة على   ℕ القسمة 
 

 
 ℕ  

 

 
  ٌجب استبعاد  .   

 .معرفة غٌر  القسمة العادٌة لأن القسمة على  عملٌة فً    من 
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 (5-1-1)مثال 

 :المجموعة نعرِف    لكل عدد صحٌح 

    {             } 

 :ٌكون       لكل 

  الجمع بمقٌاس ذا، ، وٌسمى الجمع ه على      باقً قسمة جمع       

 . وٌمثل عملٌة ثنائٌة ،  ، الذي ٌرمز له بالرمز                   

  الضرب بمقٌاس ذا، ، وٌسمى الضرب ه  على     باقً قسمة ضرب      

 .وٌمثل عملٌة ثنائٌة ،(                         

 .تالً ٌلخص خواص العملٌة الثنائٌةوالتعرٌف ال

 (Pinter, 2010)  (2-1-1) تعرٌف 

 :   عملٌة ثنائٌة على المجموعة غٌر خالٌة لتكن 

 :تكون تنسٌقٌة إذا كانت العملٌة الثنائٌة  .1

                 ,    لكل        

 :إذا كانت    ٌكون عنصر محاٌد بالنسبة إلى العملٌة الثنائٌة    العنصر  .2

                       لكل   ،    

     رالعنص،  ٌكون عنصر محاٌد بالنسبة للعملٌة الثنائٌة    فرض أن ب .3

 :بحٌث أن    إذا وُجد  ،ٌكون له معكوس

                 

على الزمرة  بالنسبة للعملٌة الثنائٌة   ( العنصر        ٌسمى معكوس )   ) العنصر

 (.    عادة بالرمز   رمز لمعكوس ٌو ،  

 :إذا كانت (           تكون تبدٌلٌة )   العملٌة الثنائٌة .4

          لكل      
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إذا    الثنائٌة للعملٌة بالنسبة              ٌسمى عنصر جامد     العنصر .5

 :كان

      

 إذا كان:   بالنسبة للعملٌة الثنائٌة(      ) ٌكون صفري      العنصر .6

                        لكل   ،    

 (2008)سمحان و الذكٌر ،   (3-1-1)تعرٌف 

       ٌسمى الزوج المرتب  . خالٌة العملٌة ثنائٌة على المجموعة غٌر   لتكن     

 .                     جبرٌابناء 

         ساسٌةو بعض خواصها الأالزمرة    1-2

                                                                 

 (Fraleigh, 2003) (1-2-1)تعرٌف 

  عملٌة ثنائٌة معرفة على    ،مجموعة غٌر خالٌة  حٌث        الجبري  بناءال     

 :إذا تحققت الشروط التالٌة ،(     ٌكون زمرة )

 :نإبحٌث  (                    تكون تنسٌقٌة على    العملٌة الثنائٌة .1

(                لكل        . 

 :نإبحٌث     ٌوجد عنصر  .2

                                                         لكل    

               :               نإبحٌث     ٌوجد عنصر     لكل  .3

                                                              

  :زمرة فإن        إذا كانت  ملاحظة :

 .     بدلاً من      ستخدم عادةٌ .1

 .لتعبٌر عن الزمرةل        بدلاً من   كتب أحٌانا ٌ .2
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 :عرض بعض الأمثلة على الزمرةتم ٌالآن س

 (1-2-1)مثال 

ٌكون     ، معكوس أي عنصر  ، مع العنصر المحاٌد تكون زمرة      

      . 

 (2-2-1)مثال 

ٌكون      ، معكوس أي عنصر ، مع العنصر المحاٌد كون زمرةت      

     .  

 (3-2-1)مثال 

ٌكون      كوس أي عنصرع، وم1 تكون زمرة، العنصر المحاٌد         ) 

 

 
 .الحقٌقٌة باستثناء الصفرالأعداد مجموعة    ن إ حٌث،     

 (4-2-1)مثال 

ٌكون       ، ومعكوس أي عنصر ، العنصر المحاٌد تكون زمرة        

 .    إذا كان  المعكوس ٌكون و ،   إذا كان     

 (5-2-1)مثال 

          الضرب الدٌكارتً من الزمر.  مجموعة              لتكن       

 : تٌةملٌة الثنائٌة الآٌكون زمرة مع الع               

                                                     

محاٌد     إن حٌث ،              العنصر المحاٌد ٌكون .         حٌث 

          ٌكون                    ومعكوس أي عنصر.   للزمرة 

       
      

      
   إن حٌث ،   

  .   معكوس للعنصر     

 .            من الزمر                 تسمى زمرة الضرب المباشرهذه 
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  (Fraleigh, 2003) (2-2-1)تعرٌف 

  كان:( إذا                       )أو أبلٌة تسمى تبدٌلٌة       الزمرة 

      لكل           

  .لأساسٌةبعض خواص الزمر اتٌة توضح المبرهنات الآ

  (Gallian, 2012) (1-2-1) مبرهنة 

 :زمرة فإن        إذا كانت

 .ٌكون وحٌد  عنصر المحاٌد فً ال -1

 .ٌكون وحٌد  معكوس أي عنصر فً  -2

 (Clark, 1984)  [خاصٌة الحدف للزمرة] ( 2-2-1)مبرهنة 

 :        .زمرة        لتكن

 إذا كان         ، فإن           -1

       فإن ، إذا كان          -2

  (2008)سمحان و الذكٌر ،  (3-2-1)مبرهنة 

   :ٌكون        فإن لكل  ،زمرة  إذا كانت 

1)           

2)               

 .              تكون تبدٌلٌة إذا وفقط إذا كان   الزمرة  (3

 .   فً الزمرة              ٌوجد حل وحٌد لكل من المعادلتٌن  (4
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  (2008)سمحان و الذكٌر ،   (3-2-1)تعرٌف 

    حٌث    عرِف ٌ    فرض أن ب.  زمرة مع العنصر المحاٌد   كن لت   

                                :كالتالً

         ⏞    
   من  المرات

 

 :   عندما

     

 :   عندما 

     

 :    عندما 

                      

 :   عندما 

           

           

 (2008)سمحان و الذكٌر ،   (5-2-1)مبرهنة 

 :فإن ،     و كان       زمرة وكان   إذا كانت 

1)           

2)            

3)           

           فإن  ،دٌلٌةزمرة تب  إذا كانت  (4
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 الجزئٌةالزمرة المنتهٌة والزمرة   3 -1

                           

 (Gallian, 2012)(                 ) الزمرة المنتهٌة     (1-3-1)تعرٌف 

 إذا كان لها عدد منتهً من العناصر. ،تسمى زمرة منتهٌة  الزمرة 

 (Hungerford, 1990)(                )الزمرة غٌر المنتهٌة (2-3-1)تعرٌف 

 .ان لٌس لها عدد منتهً من العناصرإذا ك ،تسمى زمرة غٌر منتهٌة  الزمرة 

 (Gallian, 2012)  (            )رتبة الزمرة    ( 3-3-1)تعرٌف 

عدد العناصر فً الزمرة ) المنتهٌة أو غٌر المنتهٌة ( ٌسمى رتبة الزمر، وٌرمز لرتبة     

 .| |الزمرة بالرمز 

 (1-3-1)مثال 

 .4تساوي  رتبتها        ، بٌنما الزمرة ةتكون رتبتها غٌر منتهٌ       الزمرة 

  (Gallian, 2012) (              )رتبة العنصر(4-3-1)تعرٌف

، وإذا لم      بحٌث   تكون أصغر عدد صحٌح موجب     رتبة العنصر   

أو  | |بالرمز  ، وٌرمز لرتبة العنصرةتكون غٌر منتهٌ  فإن رتبة  ،ٌوجد مثل هذا العدد

 .      أو بالرمز      بالرمز 

   (2008)سمحان و الذكٌر ،  (1-3-1مبرهنة )

 .     لكل                 فإن  ،         ، ةزمر   إذا كانت

 (Clark, 1984)( 2-3-1مبرهنة )

 . زمرة تبدٌلٌة  فإن  ،   لكل      وكانت  ،زمرة  إذا كانت 
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 (2008)سمحان و الذكٌر ، (  5-3-1تعرٌف )

             مبدلا           ٌسمى العنصر  .      و  زمرة   لتكن 

 . و   للعنصرٌن 

 (Fraleigh, 2003; Hungerford, 1990)  (         ()الزمرة الجزئٌة 6-3-1تعرٌف )

إذا   تكون زمرة جزئٌة من    . مجموعة جزئٌة غٌر خالٌة من الزمرة   لتكن    

جزئٌة ال لزمرة ل رمزوٌ . نفسها تكون زمرة تحت العملٌة الثنائٌة المعرفة على   كانت 

لزمرة لرمز ٌ هفإن ،   و     و إذا كانت  .   بالرمز     الزمرة من  

 .   بالرمز   من الزمرة   الجزئٌة 

 (2-3-1مثال )

 .{       }  ،           لتكن 

،  ، العنصر المحاٌد فً الزمرة الجزئٌة        تكون زمرة جزئٌة من          

 .معكوس كلا منهما الأخر      و العنصرٌن 

 (Hungerford, 2003) ملاحظة:

 نفسها  الزمرة ، هما جزئٌتٌن غٌر فعلٌتٌن نزمرتٌتحتوي على   كل زمرة      

كل الزمر الجزئٌة  . عنصر المحاٌد فً الزمرة الٌكون   ، حٌث { }الزمرة التافهة و

  تكون زمر جزئٌة فعلٌة من الزمرة )إن وجدت(    الأخرى من الزمرة 

                       .  

المبرهنة التالٌة تعطً الشروط التً تكون فٌها المجموعة الجزئٌة من زمرة معٌنة زمرة 

 جزئٌة.  
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 (Fraleigh, 2003)  (3-3-1) مبرهنة

 : إذا وفقط إذا كان  تكون زمرة جزئٌة من   من الزمرة   المجموعة الجزئٌة 

 . تكون مغلقة تحت العملٌة الثنائٌة المعرفة على     (1

2)     . 

 .      ٌكون      لكل   (3

  (Khanna & Bhambri, 1998)  (4-3-1مبرهنة )

 . ٌكون زمرة جزئٌة من     فإن  ، زمر جزئٌة من الزمرة      إذا كانت 

 (Axler & Ribeb , 2007)  :  ملاحظة

لٌس من الضروري أن     فإن  ،  زمر جزئٌة من الزمرة      إذا كانت     

فً الحقٌقة اتحاد أي زمرتٌن جزئٌتٌن من زمرة معٌنة تكون  . ٌكون زمرة جزئٌة من 

 زمرة جزئٌة إذا وفقط إذا كان احدى الزمر تكون محتواه فً الزمرة الأخرى. 

 . زمرة جزئٌة من   لتكون  اً واحدان شرطاً ن تعطٌالمبرهنتان التالٌتا

 (Axler & Ribeb , 2007)   (5-3-1مبرهنه )

إذا   تكون زمرة جزئٌة من   فإن  ، من الزمرة   ة جزئٌةمجموع   إذا كانت   

 .      ٌؤدي إلى أن       وفقط إذا كان  

  (Clark, 1984)(  6-3-1مبرهنة )

  تكون زمرة جزئٌة من   فإن  ،  من الزمرةمنتهٌة مجموعة جزئٌة    إذا كانت   

 .    ٌؤدي إلى أن       إذا وفقط إذا كان  
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 (2008)سمحان و الذكٌر ، (   6-3-1تعرٌف )

 . مجموعة جزئٌة غٌر خالٌة من الزمرة   و   ولتكن كل من  .زمرة  لتكن    

 :بأنه المجموعة                       مع   ٌعرف حاصل الضرب 

   {             } 

 .  زمرة جزئٌة من    المبرهنة التالٌة الشروط اللازمة و الكافٌة لكً تكون  تعطً

 (2008)سمحان و الذكٌر ، (   7-3-1مبرهنة )

 :تٌة تكون متكافئةالعبارات الآإن ف ، زمرة جزئٌة من   و   إذا كانت كل من 

1)     . 

2)      . 

3)    〈   〉 . 

 :ملاحظة

وٌرمز له بالرمز   من   تسمى رابط      المولدة  〈   〉 الزمرة الجزئٌة  

   . 

 (2008)سمحان و الذكٌر ، (   8-3-1مبرهنة )

فإن  ،   | |  | |     بحٌث         زمرة منتهٌة وكانت    إذا كانت   

    { } . 

 (Hungerford, 1990)  (               (    )مركز الزمرة  7-3-1تعرٌف )

التً  بأنه المجموعة ،     الذي ٌرمز له بالرمز ٌعرف مركز الزمرة .زمرة  لتكن    

أي   التً تكون متبادلة مع كل عنصر فً الزمرة   تحتوي على العناصر من الزمرة 

 : أن

     {                    } 
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 (Gallian, 2012)  (9-3-1مبرهنة )

 . ٌكون زمرة جزئٌة من      فإن مركز الزمرة زمرة،    إذا كانت

 (Hungerford, 1990)   (                    (   ) ممركز 8-3-1تعرٌف )

بأنه  ،    الذي ٌرمز له بالرمز  ، ٌعرف ممركز     و .زمرة  لتكن    

  التً تكون متبادلة مع العنصر   التً تحتوي على كل العناصر فً الزمرة  المجموعة

 : أي أن

     {            } 

 (Gallian, 2012)  (11-3-1مبرهنة )

 . تكون زمرة جزئٌة من       فإن ،زمرة   إذا كانت

زمرة التبادٌل و الزمرة الدورٌة   1-4

                                                                      

                        ( زمرة التبادٌل  1-4-1)

 (Fraleigh, 2003)(  1-1-4-1تعرٌف )

 . إلى   فوقٌة من هو دالة أحادٌة و ، تبدٌل للمجموعة ال

 (Hungerford, 2003) (2-1-4-1تعرٌف )

دالة أحادٌة ) تبدٌل       ولتكن .(دالة أحادٌة وفوقٌةتبدٌل )      لتكن    

         تكون دالة    و   )تركٌب الدوال( التبادٌل ، فإن ضرب(وفوقٌة

 .    إن حٌث ،(    )          المعرفة

تشكل زمرة مع عملٌة  ، أن كل التبادٌل لمجموعة غٌر خالٌة  التالٌة توضحالمبرهنة    

 ضرب التبادٌل ) تركٌب الدوال (. 
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 (Fraleigh, 2003)(  1-1-4-1مبرهنة )

   فإن  ، تجمع كل التبادٌل للمجموعة     وكانت ،مجموعة غٌر خالٌة  إذا كانت    

 .تكون زمرة مع عملٌة ضرب التبادٌل

 (Fraleigh, 2003)( 3-1-4-1تعرٌف )

  فإن زمرة كل التبادٌل على   ،{       }  منتهٌة  مجموعة  إذا كانت     

   هً    ، رتبة الزمرة   (، وٌرمز لها بالرمز Symmetric)هً الزمرة المناظرة 

 أي أن: 

|  |                           

 (Fraleigh, 2003)(  4-1-4-1تعرٌف )

بحٌث              إذا وجد  ، دورة طولها    للمجموعة γٌسمى التبدٌل      

  γ        γ           γ        γ ى الدورة التً تسم، و   

 .                بالنقلة 2طولها 

 (Hungerford, 2003) (2-1-4-1مبرهنة)

 . ٌمكن كتابته على صورة ضرب نقلات   فً  تبدٌلكل 

 (Hungerford, 2003)( 5-1-4-1تعرٌف )

σالتبدٌل     ضرب  ه على صورةٌمكن كتابت σٌسمى زوجٌا )فردٌا(، إذا كانت     

 . عدد زوجً )فردي( من النقلات

 (Fraleigh, 2003)( 3-1-4-1مبرهنة )

شكل ت ،{        }فإن مجموعة التبادٌل الزوجٌة للمجموعة ،    إذا كانت    

 .   من الزمرة المناظرة  ⁄   زمرة جزئٌة ذات رتبة 
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 (Fraleigh, 2003)( 6-1-4-1تعرٌف )

بالزمرة  ، التبادٌل الزوجٌة ل على وي تحتالتً  ،  تسمى الزمرة الجزئٌة من     

 .                       المرادفة

 (Hungerford, 2003)( 4-1-4-1مبرهنة )

تكون       حٌث    فإن ، {       }عناصر مختلفة من   bو  a فرض أن ب   

 . {                  }مولدة بواسطة 

 

             الزمرة الدورٌة    (  1-4-2)

 (2008)سمحان و الذكٌر ،   (             (     ) الزمرة الدورٌة 1-2-4-1تعرٌف )

 : بحٌث أن      إذا وجد  ،زمرة دورٌة  تسمى . زمرة  لتكن 

  〈 〉  {           } 

   .                  لزمرة لفً هذه الحالة مولد   وٌسمى العنصر  

   (               (   )الزمرة الجزئٌة الدورٌة 2-2-4-1تعرٌف )

بالزمرة الجزئٌة الدورٌة المولدة  ، من   تسمى الزمرة الجزئٌة  .زمرة  لتكن    

 : بحٌث أن،     إذا وجد ، بالعنصر 

   〈 〉  {        }     

 (Clark, 1984): ملاحظة

 : الشكل الآتًعلى ، ٌمكن كتابتها aالمولدة بالعنصر المنتهٌة  ةلزمراعناصر 

〈 〉  {               } 

 



 

 

 
18 

  (2008)سمحان و الذكٌر ،  (1-2-4-1مبرهنة )

 .تكون تبدٌلٌة زمرة دورٌةكل 

 (Pinter, 2010)(  2-2-4-1مبرهنة )

 .ٌجب أن تكون دورٌة ،زمرة دورٌةمن كل زمرة جزئٌة 

 (2008)سمحان و الذكٌر ،   (3-2-4-1مبرهنة )

  .تقسم  | |فإن  ،   كانت و  ،   حٌث   رتبتها . زمرة دورٌة  لتكن 

 (Gallian, 2012)  (4-2-4-1مبرهنه )

 .  تكون دورٌةمرة رتبتها عدد أولً كل ز

 (Stearns, 2015)(  3-2-4-1تعرٌف )

التً            نائً الدورٌة تعرَف زمرة ث ،   لبعض       تإذا كان   

 :كالآتً   ،  مولدة بالعنصرٌن ،   بأنها زمرة رتبتها  ،   ٌرمز لها بالرمز 

   {                               } 

 .      ،         ،           بحٌث 

 (1-2-4-1مثال )

بتطبٌق التعرٌف . 12، ورتبتها    و ، و مولدة بالعنصرٌن ثنائً الدورٌة   الزمرة 

 كالآتً:    الزمرة  عناصركون تالسابق 

   {                                               } 

| |:  حٌث أن       و      
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 كالآتً:    جدول الضرب للزمرة ٌمكن إٌجاد

 .     لكل              

 .      لكل                

  .     لكل               

                 

   ضرب للزمرة ال ( جدول1-1جدول )

b   b   b   b   ba b             a e * 

b   b   b   b   ba b             a e e 

b   b   b   ba b b   e             a a 

b   b   ba b b   b   a e                

b   ba b b   b   b      a e             

ba b b   b   b   b         a e          

b b   b   b   b   ba          a e       

   a e          b   b   b   b   ba b b 

a e             b b   b   b   b   ba ba 

e             a ba b b   b   b   b   b   

            a e b   ba b b   b   b   b   

         a e    b   b   ba b b   b   b   

      a e       b   b   b   ba b b   b   

 

 :ٌستنتج أن (1-1)من جدول و

 b    b                ، غٌر  زمرة   وهذا ٌوضح أن الزمرة

 .تبدٌلٌة
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 (2008)سمحان و الذكٌر ، (  4-2-4-1تعرٌف )

ً الت،  (Dihedral Group of Degree n)    تُعرف الزمرة الزوجٌة من الدرجة    

ن حٌث إ     مولدة بالعنصرٌن ،   رتبتها أنها الزمرة  ،  ٌرمز لها بالرمز 

وبالتالً تكون  .         تحقق العلاقة التً و                     

 :كالآتً    عناصر الزمرة 

   {                               } 

 (2-2-4-1مثال )

 ،  و ، ومولدة بالعنصرٌن 12زمرة زوجٌة من الدرجة السادسة، ورتبتها    لزمرة ا

 :كالآتً   عناصر الزمرة تكون بتطبٌق التعرٌف السابق 

    {                                               } 

| | :حٌث أن | |و         .  

 كالآتً:    جدول الضرب للزمرة ٌمكن إٌجاد

 .     لكل              

 .      لكل                

  .     لكل               
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   جدول الضرب للزمرة ( 2-1جدول )

b   b   b   b   ba b             a e * 

b   b   b   b   ba b             a e e 

b   b   b   ba b b   e             a a 

b   b   ba b b   b   a e                

b   ba b b   b   b      a e             

ba b b   b   b   b         a e          

b b   b   b   b   ba          a e       

            a e b   b   b   b   ba b b 

         a e    b b   b   b   b   ba ba 

      a e       Ba b b   b   b   b   b   

   a e          b   ba b b   b   b   b   

a e             b   b   ba b b   b   b   

e             a b   b   b   ba b b   b   

 

 :ستنتج أنٌ( 2-1من جدول )و

 b   b                  ،  غٌر زمرة    وهذا ٌوضح أن الزمرة

 .تبدٌلٌة
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 المجموعات المصاحبة ومبرهنة لانجرانج  1-5

Coset and Lagrange and theorem  

 (Fraleigh, 2003)  (      (   )المجموعات المصاحبة  1-5-1تعرٌف )

(              المجموعة المصاحبة الٌسرى  .   و   زمرة جزئٌة من   لتكن  

 :مجموعةتكون ال  من    

   {        } 

 : تكون المجموعة  من                  والمجموعة المصاحبة الٌمنى 

   {        } 

 (Gallian, 2012)  ملاحظة :

المجموعة المصاحبة الٌسرى فإن ، جمععملٌة   العملٌة المعرفة على عندما تكون  (1

 :تكون كالآتً المولدة بالعنصر ، و فً   من 

    {         } 

 :تكون كالآتً و المجموعة المصاحبة الٌمنى

    {         } 

فإن المجموعة ،              تبدٌلٌة   إذا كانت العملٌة المعرفة على  (2

 .المجموعة المصاحبة الٌسرىتساوي المصاحبة الٌمنى 
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 (Gallian, 2012)  ]خواص المجموعات المصاحبة [  (1-5-1مبرهنة )

 :فإن      ،  زمرة جزئٌة من    إذا كانت

1)     . 

 .   إذا وفقط إذا كان       (2

 .    إذا وفقط إذا كان        (3

 .       أو        (4

5) |  |  |  |  

 .       إذا وفقط إذا كان        (6

 .    إذا وفقط إذا كان   تكون زمرة جزئٌة من     (7

 (Fraleigh, 2003)  (2-5-1تعرٌف )

فً   عدد المجموعات المصاحبة الٌسرى ) الٌمنى ( من . زمرة جزئٌة من   لتكن    

 ،منتهٌة  ، وإذا كانت [   ]، وٌرمز له بالرمز  فً            ٌكون دلٌل ،  

 :                                                                   الآتً منتهً وٌكون على الشكل [   ] فإن الدلٌل ٌكون 

[   ]  
| |

| |
 

 (Dummiit & Foote, 2003)   (    )لانجرانج(2-5-1مبرهنة )

 .| |تقسم  | |فإن  ،    ،زمرة منتهٌة   إذا كانت

 :البرهان

  . | رٌد اثبات أن ٌو   رتبتها   الزمرة الجزئٌة  ، رتبتها    فرض أن الزمرة ب

 .  فً   مختلفة من  مجموعات مصاحبة تكون                 لتكن 

 .ٌكون عدد المصاحبات المختلفة   لاحظ أن ٌ
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اد هذه المصاحبات واتح ،                  هذه المصاحبات تكون أزواج منفصلة 

 .ٌكون كل الزمرة

 :بذلك ٌكون

| |  |   |  |   |    |   | 

| |  | |  | |  | | 

      ⏟        
    من  المرات

 | |   

| |     

  ∎ . تقسم    ستنتج أن و منه ٌ ،    وهذا ٌؤدي إلً أن 

  (Gallian, 2012)( 3-5-1مبرهنة )

لها زمرة جزئٌة   فإن الزمرة  ، تقسم رتبة الزمرة المنتهٌة التبدٌلٌة   إذا كانت     

 . رتبتها 

 (Dummiit & Foote, 2003) (4-5-1مبرهنة )

فإنه  ،| |تقسم    بحٌث أن   ،      زمرة دورٌة منتهٌة رتبتها   كانتإذا     

 .    ٌوجد زمرة جزئٌة دورٌة رتبتها 

 (Herstein, 1996)( 1-5-1)نتٌجة

 .| ||    فإن   ،     زمرة منتهٌة،   إذا كانت 

 (Herstein, 1996) (2-5-1)نتٌجة

 .     لكل        فإن    ، زمرة  منتهٌة  رتبتها    إذا كانت 
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 الزمرة الجزئٌة الناظمٌة و زمرة القسمة   1-6

Normal Subgroup and Factor Group  

 (Gallian, 2012)  (                ()الزمرة الجزئٌة الناظمٌة1-6-1تعرٌف)

إذا كان ،  تسمى زمرة جزئٌة ناظمٌة من  ، من الزمرة   الزمرة الجزئٌة     

 .   وٌرمز لها بالرمز  ،   لكل         

 (Burton, 1972)   (1-6-1مبرهنة )

إذا وفقط إذا كان   تكون زمرة جزئٌة ناظمٌة من  ، من الزمرة   الزمرة الجزئٌة 

 .    لكل           

 (Burton, 1972)   (2-6-1مبرهنة )

 .ئٌة من زمرة تبدٌلٌة تكون ناظمٌةكل زمرة جز

  (Rotman, 2003)  (3-6-1مبرهنة )

[   ] ،   و كانت  ،زمرة  إذا كانت   :فإن   

 .   لكل       (1

  . زمرة جزئٌة ناظمٌة من     (2

 (Hungerford, 2003)( 1-6-1نتٌجة )

زمرة    علاوة على ذلك تكون و،    تكون زمرة جزئٌة ناظمٌة من     الزمرة   

 .  جزئٌة وحٌدة من 

 (2008)سمحان و الذكٌر ، (   4-6-1مبرهنة )

  :زمرة   لتكن

 .     فإن  ، زمرة جزئٌة ناظمٌة من   كانت ،        إذا كانت  (1

 . زمرة جزئٌة ناظمٌة من    فإن ، زمر جزئٌة ناظمٌة من  و  إذا كانت  (2
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 (Fraleigh, 2003)   المترافقة((   )الزمرة 2-6-1تعرٌف )

        إذا كان ،فقتاناتكونان متر،  من الزمرة       ن الزمرتان الجزئٌتا  

 .   لبعض 

 (2008)سمحان و الذكٌر ،   (3-6-1تعرٌف )

ٌكون المجموعة  ،                        فً   فإن منظم  ،   إذا كانت 

     {              }. 

 تزودنا المبرهنة التالٌة بخصائص المنظم الأساسٌة .

 (2008)سمحان و الذكٌر ، (  5-6-1مبرهنة )

 :فإن    إذا كانت 

1)       . 

 .     زمرة جزئٌة ناظمٌة من    (2

 .      إذا و فقط إذا كان   زمرة جزئٌة ناظمٌة من    (3

 .       فإن  ،   و   زمرة جزئٌة ناظمٌة من   إذا كان  (4

 . ناظمٌة فٌها  بحٌث تكون   هً أكبر زمرة جزئٌة من      أي أن 

 (judson & Stephen , 2013)                             القسمة )زمرة(3-6-1ف)تعرٌ

  فً   فإن المجموعات المصاحبة من  ، زمرة جزئٌة ناظمٌة من   إذا كانت     

 .  زمرة القسمة، تسمى               تحت العملٌة  ⁄  تشكل زمرة 
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 (2008)سمحان و الذكٌر ، (  6-6-1مبرهنة )

 : زمرة جزئٌة ناظمٌة من الزمرة   لتكن 

 .               تكون زمرة بحٌث أن  ⁄{      }    (1

 .زمرة تبدٌلٌة ⁄  فإن تبدٌلٌة،   إذا كانت  (2

⁄  فإن  ،دورٌة 〈 〉  إذا كانت  (3  .دورٌة 〈  〉 

⁄  |فإن  ،زمرة منتهٌة  إذا كانت  (4 |  
| |

| |
 . 

 (Gallian, 2012)(  7-6-1مبرهنة )

فإن كل زمرة جزئٌة من زمرة  ، زمرة جزئٌة  ناظمٌة من الزمرة   إذا كانت    

 . تكون زمرة جزئٌة من   حٌث  ⁄  تكون على الشكل  ،⁄  القسمة 

 (Fraleigh, 2003)(              الزمرة البسٌطة)(4-6-1تعرٌف)

 لها زمرة جزئٌة ناظمٌة فعلٌة.لم ٌكن إذا ،          تكون بسٌطة   الزمرة 

 .باستخدام نظرٌة سٌلو هذا النوع من الزمر بأكثر تفصٌل دراسةتناول والفصل الثانً سٌ 
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            التشاكل        1-7

 (Hungerford, 2003)  (            (  ) التشاكل 1-7-1تعرٌف )

: تتكون تشاكل إذا كان  إلى الزمرة   من الزمرة                   الدالة   

 .      لكل                        

 .تسمى التشاكل المحاٌد  فإن  ،دالة محاٌدة  و      وإذا كانت  

 (2008)سمحان و الذكٌر ،  :أنواع خاصة من التشاكل

سمى تشاكل أحادي دالة أحادٌة ٌ   كون فٌه ٌ ذيال               التشاكل  (1

               ). 

 سمى تشاكل فوقً دالة فوقٌة ٌ   كون فٌه الذي ٌ               التشاكل  (2

            ). 

تشاكل ) تماثل  سمىدالة تقابلٌة ٌ   كون فٌه الذي ٌ               التشاكل  (3

ن متشاكلتان )متماثلتا  نتكونا       رتانالزم. و              (تقابلً

. وٌرمز ( تقابلً)تشاكل  تماثل إذا كان ٌوجد بٌنهما ،(            ) (تقابلٌاً 

 .   بالرمز  المتماثلتٌن لزمرتٌن

 داخلً  سمى تشاكلٌ               إلى نفسها   التشاكل من الزمرة   (4

 اتًٌسمى تشاكل ذتماثل ضا ٌكون أٌ الذي التشاكل الداخلً.             )

              . (Hungerford, 2003)  

 (1-7-1نتٌجة )

 ،ا نفس الصفات البنٌوٌةمإذا كانت له ن،امتماثلتتكونان        و        لزمرتانا

الزمرة و زمرة الدورٌة،ال، وأهم الصفات البنٌوٌة للزمرة هً ) الزمرة المنتهٌةومن 

، للمعادلة mعناصر من الرتبة  kلها  الزمرة،nعنصر من الرتبة  ، الزمرة لهاالتبدٌلٌة

 .فً الزمرة (  حل لكل       
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بٌنما  ،لها صفة بنٌوٌة معٌنة احداهاو        و       لدٌنا الزمرتٌن : إذا كانأي أنه

وٌرمز . متماثلتٌن ن غٌرن الزمرتٌٌهاتفإن  ،رى لٌس لها هذه الصفةالزمر الأخ

 .   متماثلتٌن بالرمز الغٌر  لزمرتٌنل

 (1-7-1ال )مث

، 2لها عنصرٌن فقط من الرتبة    . لأن الزمرة تانتماثلغٌر م    و      الزمرتان

 .2لها ثمانٌة عناصر من الرتبة       بٌنما الزمرة 

 (2-7-1مثال )

لا تحتوي على زمرة جزئٌة     غٌر متماثلة . لأن الزمرة     و    و      الزمر

    و    . وبٌنما الزمرتان 6، وبالتالً فإنها لا تحتوي على عنصر رتبته 6رتبتها 

 .6تحتوي على عنصر رتبته 

 (judson & Stephen , 2013)( 1-7-1مبرهنة )

تٌة تكون الخواص الآ، فإن  إلى الزمرة   من الزمرة تماثل        إذا كانت 

 :صحٌحة

 .ٌكون تماثل         (1

 .تبدٌلٌة  فإن الزمرة  ،تبدٌلٌة  إذا كانت الزمرة  (2

 .دورٌة  فإن الزمرة  ،دورٌة  إذا كانت الزمرة  (3

 .  رتبتها   فإن الزمرة  ، رتبتها   إذا كانت الزمرة  (4

 

 (Axler & Ribeb , 2007) ( ) مدى التشاكل (2-7-1تعرٌف )

كون ( ٌ                    )  مدى التشاكل  .زمري تشاكل       لتكن

رمز لمدى التشاكل بالرمز وٌ، {           }          المجموعة 

     . 
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 (Gallian, 2012)(  2-7-1مبرهنة )

 . كون زمرة جزئٌة من ٌ      فإنزمري، تشاكل        إذا كانت 

 (Fraleigh, 2003) (3-7-1مبرهنة )

 ، محاٌد فً الزمرة الالعنصر   إذا كان  .  إلً الزمرة   تشاكل من الزمرة    لتكن 

              فإن ،   إذا كان و .  محاٌد فً الزمرة الٌكون      فإن 

     فإن  ،   الزمرةزمرة  جزئٌة من   وإذا كانت                   

فإن  ،   الزمرةزمرة جزئٌة  ناظمٌة من   إذا كانت و .  تكون زمرة جزئٌة  من 

فإن  ،  زمرة جزئٌة من    وإذا كانت .   تكون زمرة جزئٌة ناظمٌة من     )

زمرة جزئٌة ناظمٌة  من    وإذا كانت .    الزمرةتكون زمرة جزئٌة من          

وبعبارة أخرى .   الزمرةتكون زمرة جزئٌة ناطمٌة من         فإن  ،   الزمرة

 ظمٌة تقابل زمرة جزئٌة ناظمٌة. الزمرة الجزئٌة  النا، والزمرة الجزئٌة تقابل زمرة جزئٌة

 (2008)سمحان و الذكٌر ،   (4-7-1مبرهنة )

 :زمرة دورٌة  لتكن 

 .    فإن  ، زمرة منتهٌة رتبتها   إذا كانت  (1

 .    فإن ،زمرة غٌر منتهٌة  إذا كانت  (2

 (Axler & Ribeb , 2007)(   5-7-1مبرهنة )

 . تكون متماثلات  أي زمرتٌن دورٌتٌن من الرتبة 

 (Dummiit & Foote, 2003)   (6-7-1مبرهنة )

 ⁄        إن الدالة الطبٌعٌةف ، زمرة جزئٌة ناظمٌة من الزمرة   إذا كانت 

 . تكون تشاكل    لكل         المعرفة بالقاعدة 
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 (Axler & Ribeb , 2007)) نواة التشاكل (    (3-7-1تعرٌف )

 تكون المجموعة  ،(           )  نواة التشاكل  .كل زمريتشا       كن تل

 وٌرمز لنواة التشاكل  بالرمز ،{             }            

       .  

 (Gallian, 2012)(  7-7-1مبرهنة )

 . كون زمرة جزئٌة ناظمٌة من ت       فإنزمري، تشاكل        تكانإذا 

 (Fraleigh, 2003)(   8-7-1مبرهنة )

 .        كون دالة أحادٌة إذا وفقط إذا كان ٌ        يتشاكل الزمرال

 (Fraleigh, 2003)(  9-7-1مبرهنة )

 أعداد أولٌة     إذا وفقط إذا كان     مع ماثلة تكون دورٌة و مت      الزمرة 

 .نسبٌا

 (Fraleigh, 2003)  ( )المبرهنة الأساسٌة للزمر المنتهٌة التبدٌلٌة(10-7-1مبرهنة )

من الزمر الدورٌة التً مع الضرب المباشر متماثلة تكون  ، كل زمرة منتهٌة تبدٌلٌة 

 الآتً: على الشكل

                       
        

                     

  .أعداد صحٌحة موجبة   أعداد أولٌة لٌس من الضروري أن تكون مختلفة ،   حٌث

 (Axler & Ribeb , 2007)(  11-7-1مبرهنة )

إذا وفقط     و   من الزمرتٌن       مع الضرب المباشر  تكون متماثلة  الزمرة 

،     بحٌث أن    و  تحتوي على زمرتٌن جزئٌتٌن ناظمٌتٌن   الزمرة  تإذا كان

     ،    { } ،    . 
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 (Hungerford, 2003) الأولى ( ( ) مبرهنة التماثل12-7-1مبرهنة )

⁄       فإن  ،زمري تشاكل       إذا كانت        . 

 (Hungerford, 2003)الثانٌة (  ( ) مبرهنة التماثل13-7-1مبرهنة )

فإن   ، زمرة جزئٌة ناظمٌة من الزمرة  N، و زمرة جزئٌة من الزمرة    إذا كانت

          ⁄⁄. 

 (Hungerford, 2003) الثالثة ( ( ) مبرهنة التماثل14-7-1مبرهنة )

 ،   فرض أن وب ، زمرتٌن جزئٌتٌن ناظمٌتٌن من الزمرة    و    إذا كانت

⁄   فإن       ⁄   ،   ⁄     ⁄     ⁄⁄ . 
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 تأثٌر الزمرة على المجموعة و فصول الترافق     1-8

                                                              

، رزمتكون أفضل طرٌقة فً حلها عن طرٌق تأثٌر الالزمر عدٌد من المسائل فً ال      

، كما أنه من الممكن إثبات نظرٌة سٌلوفً  الزمرة على المجموعةسنستخدم تأثٌر 

 استخدام مفهوم تأثٌر زمرة على المجموعة فً تصنٌف الزمر.

  Group Action on Set  (judson & Stephen , 2013)))تأثٌر الزمرة على المجموعة (1-8-1تعرٌف)

        دالة هو ، على   للزمرة التأثٌر الأٌسر  .زمرة  مجموعة و   لتكن 

 :حٌث أن         المعرفة بواسطة 

 .   لكل        (1

 .       ،    لكل                   (2

 :ف التأثٌر الأٌمن بصورة مماثلةمن الممكن تعرٌ

         دالة هو   على   التأثٌر الأٌمن  من  .زمرة  مجموعة و   لتكن 

 : حٌث أن         المعرفة بواسطة 

 .   لكل        (1

 .       ،    لكل                    (2

تؤثر   ، فإن الزمرة   على  للزمرة و أٌسر ( إذا كان لدٌنا تأثٌر ) أٌمن أ ملاحظة :

 .  المجموعة على
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  (judson & Stephen , 2013) (1-8-1مبرهنة )

 .الترافق بواسطة  تؤثر على     فإن  ، زمرة جزئٌة من   إذا كانت . زمرة   لتكن

 البرهان

المعرف بالقاعدة           على النحو التالً :   على   ٌمكن تعرٌف تأثٌر  

 : تٌةالآ

              لكل                                            

 : من الواضح أن

 .    لكل                   

 .مجموعة متحققوهذا ٌوضح أن الشرط الأول لتأثٌر الزمرة على ال

        لكل           فإن   زمرة جزئٌة من   بما أن 

 :الآن

                    
   

                           
    

  
 

                                      
                                      

 (         )                                                       

  G، وبالتالً الزمرة تأثٌر الزمرة على المجموعة متحققوهذا ٌوضح أن الشرط الثانً ل

 ∎.  الترافق بواسطة   لزمرة الجزئٌةتؤثر على ا
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 (Idelhaj, 2016)  ( (      (    ) المسار 2-8-1تعرٌف )

، وٌرمز لمسار  بواسطة تأثٌر     مجموعة النقاط التً تنقل هو     مسار النقطة 

       النقطة بالرمز 

       {        } 

 (Idelhaj, 2016) (              (    ) النقطة المثبتة 3-8-1تعرٌف ) 

تكون  ،  لها بالرمز  ٌرمز الذي ،    بواسطة العنصر المثبتة مجموعة النقاط 

 المجموعة: 

   {            } 

 (Fraleigh, 2003)  (2-8-1مبرهنة )

 . تكون زمرة جزئٌة من    فإن  ،  تؤثر على المجموعة زمرة    إذا كانت

 (Fraleigh, 2003)   (4-8-1تعرٌف )

   الزمرة الجزئٌة  فإن ،   إذا كانت و.  تؤثر على المجموعة زمرة    لتكن

 .                   تسمى زمرة موحدة الخواص  

 (Fraleigh, 2003)  (3-8-1مبرهنة )

|      |فإن  ، تؤثر على المجموعة    الزمرة إذا كانت . وإذا كانت [     ] 

 .| |تقسم  |      |فإن زمرة منتهٌة،   
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 (2008)سمحان و الذكٌر ، (  5-8-1تعرٌف)

      مثبتة بالعنصر   ، فإن   وكان   على المجموعة   إذا أثرت الزمرة 

 :                     أي أن   وٌرمز لها بالرمز  ،     إذا كان  ،              

   {        }                                                 

وٌرمز                   مثبتة بالزمرة     ، فإن مثبتا بجمٌع عناصر   إذا كان 

 :أي أن   لها بالرمز 

   {                   }  

 (Fraleigh, 2003)  (4-8-1مبرهنة )

 ، تؤثر على المجموعة المنتهٌة   و  ،عدد أولً  حٌث    زمرة رتبتها   إذا كانت 

| |فإن   |  |       . 

 (Stearns, 2015)( 5-8-1مبرهنة )

تؤثر على المجموعات المصاحبة الٌسرى   الزمرة ،  زمرة جزئٌة من    إذا كانت

الناتجة من التشاكل        فإن  ،، بواسطة الضرب الٌساري    ولتكن   من 

 . تكون محتواه فً  ،       

 (Gallian, 2012)(                         ()فصل الترافق 6-8-1تعرٌف)

    ٌكونان مترافقان فً الزمرة      العنصرٌن  .  عنصرٌن فً الزمرة      كن لٌ

كون ٌ  فصل الترافق و،    لبعض           إذا كان ،(  مرافق   ) ٌسمى 

 :المجموعة

       {            } 

 . |     |بالرمز   ٌرمز لعدد فصول الترافق للعنصر 
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 (Hungerford, 1990)(  1-8-1نتٌجة)

إذا وفقط إذا كان             لكل          ٌكون تافه   فصل الترافق 

       . 

 (Herstein, 1996)( 6-8-1مبرهنة )

 فً     فإن عدد فصول الترافق المختلفة للعنصر ،   زمرة منتهٌة و   إذا كانت

 .   فً     دلٌل من  هو

 : وبعبارة أخرى

|     |  [      ]  
| |

|    |
 

 (Gallian, 2012)(   2-8-1نتٌجة )

 . | |تقسم  |     |،فإن     زمرة منتهٌة و   إذا كانت

 (Axler & Ribeb , 2007)(                     ()معادلة الفصول 7-8-1مبرهنة)

 :فإن زمرة منتهٌة  إذا كانت 

| |  ∑|     |  |    |  ∑ |     |
|     |  

 

عدد   حٌث    فً إثبات المبرهنات عن الزمر التً رتبتها مفٌد تطبٌق هذه النظرٌة  

 .أولً

 .فً الفصل الثانًتعرٌف هذه الزمر  وسٌأتً
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  عن الزمرة ، فإن الشًء الأول الذي ٌنبغً فهمه إذا أخذ فً الاعتبار أي زمرة

لك زمرة ناظمٌة و بذ  ، وما إذا كانت  الزمر الجزئٌة  هو استخراج ،لكً ٌتم تصنٌفها

ئٌة من على اكتشاف الزمر الجز، فنظرٌات سٌلو جاءت لتعمل على زمرة القسمة ٌمكن 

عدد   ، عدد أولً  حٌث  | |تقسم    ، وهً إذا كانت زمرة معطاة فً حالات خاصة

فً لها دور هذه النظرٌة ، و  لها زمرة جزئٌة رتبتها   ، فإن الزمرة صحٌح موجب

 ،تفكٌك الزمر التً رتبتها كبٌرة إلى زمر جزئٌة رتبتها أصغر صنٌف الزمر المنتهٌة، وت

 .لتعامل مع هذه الزمر بأكثر سهولةوبالتالً ٌمكن ا

 .وتطبٌقاتهابعض التعارٌف و المبرهنات التً تستخدم فً إثبات نظرٌات سٌلو 2-1

 .عدد أولً فً هذا الفصل  قصد بالرمز ٌ :ملاحظة

 (judson & Stephen , 2013)(                () الزمرة من نوع 1-1-2تعرٌف )

وة للعدد رتبته ق  إذا كان كل عنصر فً الزمرة   تكون زمرة من نوع   الزمرة      

 .عدد أولً  ، حٌث  

 (judson & Stephen , 2013) (               ) الزمرة الجزئٌة من نوع (2-1-2تعرٌف )

إذا كانت   من الزمرة   تسمى زمرة جزئٌة من نوع   الزمرة الجزئٌة من الزمرة     

 . هذه الزمرة الجزئٌة هً نفسها زمرة من نوع 

 (judson & Stephen , 2013)(   )مبرهنة كوشً (  1-1-2مبرهنة )

  ، فإن الزمرة  عدد أولً ٌقسم رتبة الزمرة   ، nرتبتها  زمرة منتهٌة  إذا كانت     

 . تحتوي على زمرة جزئٌة رتبتها 

 البرهان 

 . بالاستقراء الرٌاضً على رتبة الزمرة البرهان طرٌقة باستخدام  هنسنبر

| |إذا كانت      لها زمرة    واضح أن      ، { }  هذا ٌعنً أن    

 .جزئٌة وهً نفسها
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| |إذا كانت      ٌة وهً لها زمرة جزئ   واضح أن      ،     فإن  ،  

 .نفسها أو الزمرة المحاٌدة

| | إذا كانت     لها زمرة جزئٌة   وهذا ٌعنً أن   لها عنصر رتبته   فإن  ،  

 . رتبتها 

) أي أن كل زمرة رتبتها       حٌث   فرض أن العبارة صحٌحة لكل وب    

 (.  لها عنصر رتبته   ٌقسم   بحٌث   

 : تكونمعادلة الفصول  بما أن

| |  |    |  [       ]  [          [       ]] 

 : هناك حالتٌن

تكون                    فرض أن رتبة احدى الزمر الجزئٌة : بالحالة الأولى    

  .          ، حٌث    لبعض   قابلة القسمة على 

،   لها عنصر رتبته      الزمرة الجزئٌة  فً هذه الحالة من الفرض الاستقرائً      

ٌجب أن تحتوي على   ، إذن الزمرة  زمرة جزئٌة فعلٌة من الزمرة       أن بما 

 . تحتوي على زمرة جزئٌة رتبتها   لزمرة وبالتالً ا،  عنصر رتبته 

لكل   لا تقبل القسمة على       رتبة كل الزمر الجزئٌة بفرض أن  :الحالة الثانٌة     

، وبما  ٌجب أن تقسم مركز الزمرة   ، إذن [       ]تقسم    هذا ٌؤدي إلى أن ،  

  ٌجب أن تحتوي على زمرة جزئٌة رتبتها      وبالتالً ، زمرة تبدٌلٌة     أن 

ٌحتوي على عنصر رتبته   هذا ٌؤدي إلى أن مركز الزمرة  (،( (3-5-1)من مبرهنة )

تحتوي على عنصر   ، إذن الزمرة  جزئٌة فعلٌة من الزمرة ة زمر     بما أن   ، 

                                           ∎.  تحتوي على زمرة جزئٌة رتبتها   الزمرة وبالتالً ،  رتبته 
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 (Fraleigh, 2002) (1-1-2نتٌجة )

إذا وفقط إذا كان   تكون زمرة من نوع   ، فإن الزمرة زمرة منتهٌة   إذا كانت    

| |    . 

 البرهان 

وٌقسم     عدد أولً بحٌث  ، و تكون زمرة من نوع   فرض أن الزمرة ب    

| | . 

، وهذا ٌناقض كوِن أن  تحتوي على عنصر رتبته   أن من المعلوم مبرهنة كوشً      

وهذا ٌؤدي إلى   هو القاسم الأولً الوحٌد لرتبة الزمرة    بالتالً  ،   زمرة من نوع  

| |ن أ     . 

| |فرض أن : ب العكس     لانجرانج رتبة كل عنصر فً مبرهنة نتائج من  ،   

قوة للعدد   رتبته  ستنتج أن كل عنصر فً الزمرة ٌوبالتالً  ،الزمرة ٌقسم رتبة الزمرة

 ∎.   زمرة من نوع   ستنتج أن ، ومنه ٌ 

 (Fraleigh, 2002)( 2-1-2مبرهنة )

 .لها مركز غٌر تافه  فإن ،  زمرة منتهٌة غٌر تافهة من نوع   إذا كانت 

 البرهان 

 : فإن، تؤثر على نفسها بالترافق   زمرة من نوع  فرض أن ب

   {                    } 

                  {                   }       

| |فإن  ، زمرة من نوع   الآن بما أن    .     لكل       

| | بما أن       تقسم   وبالتالً  ،|  |تقسم   هذا ٌؤدي إلى أن        |  | 

                         ∎ .غٌر تافه     ، هذا ٌؤدي إلً أن |    |
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 (1-1-2متال )

|  |  
  

 
لها زمر جزئٌة من    ، من مبرهنة كوشً الزمرة         

 .3،  2الرتب 

 .   الزمرة الزمر الجزئٌة من معلومات أكثر عن فنظرٌات سٌلو تعطً

 (Fraleigh, 2003)(  3-1-2مبرهنة )

فإن                   ، من الزمرة المنتهٌة    زمرة جزئٌة من نوع   إذا كانت      

 [        ]  [   ]       . 

 البرهان 

  فرض أن ، وب فً   تكون مجموعات المصاحبة الٌسرى من   ρفرض أن ب     

           كالتالً                     بواسطة تحوٌل الٌساري   ρتوثر على 

| | وبما أن ،            مجموعات المصاحبة هً ال   و، [   ] 

 :       أي أن  الٌسرى التً تكون ثابتة تحت تأثٌر كل العناصر من 

   {         } 

أو إذا وفقط إذا كان                   إذا وفقط إذا كان           الآن       

  إذا وفقط إذا كان        لكل          بالتالً  ،          

أو إذا وفقط           أو إذا وفقط إذا كان                     

تكون محتواه فً    . إذن مجموعات المصاحبة الٌسرى فً       إذا كان  

           ولهذا علٌه  [      ]، وعدد هذه مجموعات المصاحبة تكون     

|  | ومن  ، رتبتها قوة للعدد   زمرة من نوع   بما أن   .[      ] 

| |ٌكون ( 4- 8-1المبرهنة )  :وبالتالً         |  | 

                           [   ]  [      ]                    ∎ 
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 (Fraleigh, 2003)(   2-1-2نتٌجة )

تقسم   وإذا كانت  . من الزمرة المنتهٌة   زمرة جزئٌة من نوع   لتكن      

 .      فإن  ،[   ]

 البرهان 

التً ٌجب أن  [      ]تقسم     من المبرهنة السابقة [   ]تقسم   بما أن      

 ∎.        بالتالً  1كون مختلف عن ت

ات المبرهنتٌن التالٌتٌن لا تستخدم فً إثبات نظرٌات سٌلو ولكن تستخدم مع نظرٌ     

 .سٌلو فً تصنٌف الزمر المنتهٌة

 (Stearns, 2015)  (4-1-2مبرهنه )

 .عدد أولً   ، حٌث تكون تبدٌلٌة   رتبتها   كل زمرة 

 البرهان 

هذا  ،| |||    |   لانجرانج مبرهنة، ومن  زمرة جزئٌة من      أن بما       

|    |ٌؤدي إلً أن  |    |أو     |    |أو       ، ومن المبرهنة    

|    | أن  ٌتبٌن (2-1-2)   . 

|    |إذا كانت      |    | ، فإن    وبهذا ٌكون  زمرة تبدٌلٌة   إذن ،| | 

 . قد اكتمل البرهان

|    |وإذا كانت               حصل على زمرة القسمة فإنه ٌمكن أن ٌ ،  

فإنه  ،زمرة دورٌة       ، بما  أن   الزمرة  تماثلوبالتالً فهً دورٌة و ، رتبتها 

       وكل المصاحبات فً الزمرة  ،   حٌث       ٌوجد مولد على الشكل 

 .   لبعض                 تكون على الشكل 
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إذن  ،{ }    لبعض          بما أن  ،       أن  فرضالآن ب   

         ،  وبالمثل ٌمكن تمثٌل العنصر  .      بحٌث         ٌوجد 

 .       بحٌث         إذن ٌوجد  ،   لبعض 

 :الآن

                    

  تكون متبادلة مع جمٌع العناصر فً الزمرة        بالتالً            وبما أن 

 :ولهذا علٌه

                      
                  

       

 ∎   .زمرة تبدٌلٌة  إذن هذا ٌوضح أن  ، عناصر اختٌارٌه فً الزمرة      بما أن 

 (Fraleigh, 2003)   (4-3-2مبرهنة )

 :فإن  زمرتٌن جزئٌتٌن منتهٌتٌن من الزمرة     إذا كانت 

|  |  
 | |  | | 

|   |
 

 البرهان 

  {           }   :  أن بما

|   |فرض أن ب           | |     | | لها على الأكثر    ، أي أن     

 من العناصر.   

 ،                بحٌث      تساوي      من المحتمل أن تكون 

 .تكون هناك بعض العناصر المتكررة قدوبالتالً 

      ولٌكن   ،         إذا كان  
           

    ، 
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      بما أن      
        .    فإن ،     

وهذا     فإن  ،   

فرض أن  ، ب      . ومن الناحٌة الأخرى إذا كان       ٌؤدي إلى أن 

      
        وبالتالً                  

 بحٌث              

ٌمكن أن ٌمثل على صورة       ، وبالتالً كل عنصر             

   أي     بنفس عدد العناصر الموجودة فً              بحٌث       

                                 ∎  .    تكون    بالتالً عدد العناصر فً  من المرات و

ٌمكن أن  لا ، بطرٌقة حسابٌة أن الزمرة المنتهٌة  المبرهنة السابقة تزود: ملاحظة      

تتجاوز    كبٌرة جدا وتقاطعهما صغٌر جدا أو رتبة       تحتوي على زمر جزئٌة 

لا ٌمكن أن تحتوي على زمر جزئٌة رتبتها    زمرة رتبتها : ثلافم.  رتبة الزمرة 

 . و تقاطعهم رتبته       

 (Gallian, 2012)                        ()زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع3-1-2تعرٌف)

لا       و | |قسم ت    تإذا كان. | |عدد أولً ٌقسم   وزمرة منتهٌة   لتكن     

 . تسمى زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع    رتبتها   فإن أي زمرة جزئٌة من ، | |تقسم 

تكون أكبر زمرة جزئٌة من  ، من الزمرة   زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع  ملاحظة :    

  . من الزمرة   نوع 

 (Stearns, 2015)(  5-1-2مبرهنة )

فإن لكل  ، من الزمرة   زمرة سٌلو جزئٌة من نوع    و زمرة   إذا كانت    

من الزمرة   ٌكون كذلك زمرة سٌلو جزئٌة من نوع  ، من       الترافق     

  . 

 البرهان 

  مترافقة من         ، من الزمرة   زمرة سٌلو جزئٌة من نوع   فرض أن ب    

| |أن بما  ، بما أن  زمرة جزئٌة من       أولا أن  . سوف ٌبرهن|     | 

 .        إذن          
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           بحٌث أن         إذن ٌوجد             فرض أن الآن ب    

      
    ،      

 : الًوبالت   

        
      

         
   

      هذا ٌؤدي إلً أن          بما أن        
وبالتالً                  

 . زمرة جزئٌة من       وهذا ٌوضح أن             

 . من الزمرة   زمرة جزئٌة من نوع       أن ٌبرهن ثانٌا : 

، بما أن    لبعض         هذا ٌعنً أن         فرض أن ب     

| |أي أن   تكون قوة للعدد        بالتالً        .   لبعض     

 الآن: 

   
         

 
      

                 

| |إذن  عنصر اختٌاري إذن كل عنصر فً الزمرة         بما أن     

من   زمرة جزئٌة من نوع       هذا ٌؤدي إلى أن  ، رتبته قوة للعدد       

 . الزمرة 

 . من الزمرة   أكبر زمرة جزئٌة من نوع       أن  ٌبرهن: أخٌراً 

      بحٌث أن  من الزمرة   تكون زمرة جزئٌة من نوع   فرض أن ب    

زمرة       فإن ، من الزمرة   زمرة جزئٌة من نوع   بما أن ،        

إذن  ،                   وبالتالً ٌكون    من الزمرة   جزئٌة من نوع 

                   بحٌث أن    فرض أن ، الآن ب من الزمرة   زمرة جزئٌة من نوع       

| |إذن                  ولكن هذا ٌؤدي إلى أن  ، |     | 

|     |و من الزمرة    زمرة سٌلو جزئٌة من نوع  وهذا ٌناقض كوِن أن  ،| | 

من   تكون أكبر زمرة جزئٌة من نوع       إذن  .       وبالتالً  ، 

من الزمرة   تكون زمرة سٌلو جزئٌة من نوع       أن  ؤدي إلىوهذا ٌ ، الزمرة 

 ∎. من الزمرة   ٌكون زمرة سٌلو جزئٌة من نوع   وهذا ٌوضح أن الترافق من  ، 
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                       نظرٌات سٌلو   2-2

 (Gallian, 2012; judson & Stephen , 2013)(  )نظرٌة سٌلو الأولى ( 1-2-2مبرهنة )

 ،| |تقسم     عدد صحٌح موجب و   عدد أولً و   ، زمرة منتهٌة    إذا كانت     

 .   تحتوي على زمرة جزئٌة رتبتها   فإن الزمرة 

 البرهان 

 . البرهان بالاستقراء الرٌاضً على رتبة الزمرة طرٌقة ستخدم هذا البرهان سنفً 

| |إذا كانت      ا زمرة له   واضح أن     ،     ،  { }  فإن  ،  

 . وهً نفسها 1جزئٌة رتبتها 

| |إذا كانت   :فإن هناك حالتٌن ،  

وهً  الزمرة المحاٌدة  1لها زمرة جزئٌة رتبتها    واضح أن  ،     ،      (1

 .)التافهة(

 وهً الزمرة نفسها.   2لها زمرة جزئٌة رتبتها    واضح أن  ،   ،       (2

 .فً الحالات البسٌطة )وهً تافهة (وبالتالً المبرهنة صحٌحة 

 .| |هنة تكون صحٌحة لكل الزمر التً رتبتها أقل من فرض أن المبرب

 | |تقسم    بحٌث  ، تحتوي على زمرة جزئٌة فعلٌة ولتكن   إذا كانت الزمرة      

 .   تحتوي على زمرة جزئٌة رتبتها   أن الزمرة  ،الأستقرائً الفرضمن وبالتالً 

  . لا تقسم رتبة أي زمرة جزئٌة فعلٌة من    أن أخذ فً الإعتبار الآن فصاعدا 

 الآتً: على الشكلتكون معادلة الفصول بما أن 

| |  |    |  ∑[      ] 
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 ،| |تقسم    . بما أن       بحٌث   حٌث الجمع ٌمثل كل فصول الترافق ل 

| |   وبما أن ،  |    |لا تقسم    ومن الفرض أن  ،|    | [      ] 

ٌجب أن تقسم   وبالتالً من معادلة الفصول  ،      لكل  [      ] تقسم

 . ولٌكن  رتبته  تحتوي على عنصر     ومن مبرهنة كوشً الزمرة  ،|    |

 ،تبدٌلٌة     ، بما أن الزمرة   تكون زمرة مولدة بالعنصر   فرض أن الآن ب     

تكون زمرة جزئٌة   ، وبالتالً     تكون زمرة جزئٌة ناظمٌة من   فإن الزمرة 

 .  ٌكون تبدٌلً مع كل العناصر فً الزمرة      لأن كل عنصر فً    ناظمٌة من

| |من الرتبة  ⁄  زمرة القسمة  الآن سٌتم دراسة      الأستقرائً الفرض، من ⁄ 

هذه  (7-6-1ومن المبرهنة ) ،      رتبتهاتحتوي على زمرة جزئٌة ⁄  الزمرة 

    بما أن ،   تكون زمرة  جزئٌة من   حٌث ،⁄  الزمرة الجزئٌة تكون على الشكل 

|  ⁄ | | |و        | |وهذا ٌؤدي إلى أن  ،      . ∎ 

 (Fraleigh, 2003) ((   ) نظرٌة سٌلو الثانٌة 2-2-2مبرهنة )

، فإن كل زمر سٌلو الجزئٌة من | |عدد أولً ٌقسم    زمرة منتهٌة و  إذا كانت    

 .تكون مترافقة  من الزمرة   نوع 

  :  بعبارة أخرى

بحٌث           فإنه ٌوجد  ، زمرتٌن سٌلو جزئٌة من نوع        إذا كانت      

    
     . 

 البرهان 

فرض أٌضاً أن ب،  من الزمرة   زمرتٌن سٌلو جزئٌة من نوع        فرض أن  ب    

 . ت المصاحبة للزمر الجزئٌة الأخرىاحدى الزمر سٌلو الجزئٌة تؤثر على المجموعا
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تؤثر على      ولتكن ،  تجمع من المجموعات المصاحبة الٌسرى من  ρ بفرض أن 

ρ   ( 4-8-1من المبرهنة ) ،        لكل                    أي أن         

|   
| | |، وبما أن            | |        ولهذا  لا تقسم  [    ] 

|   
|        فرض أن ، ب  

           هذا ٌؤدي إلى أن  

          ، إذن      لكل               وبالتالً  ،       لكل

|  |بما أن   ،         هذا ٌؤدي إلى أن        لكل    فإن  |  | 

          . 

 ∎. تكون مترافقة    من الزمرة   من نوع زمر سٌلو الجزئٌة  كل  وهذا ٌوضح أن

عنه نظرٌة سٌلو  جٌبتُ  ؟ عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع جواب السؤال : كم أما عن 

 .الثالثة

 (Fraleigh, 2003)(   )نظرٌة سٌلو الثالثة (  3-2-2مبرهنه )

فإن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من  ،| |عدد أولً ٌقسم   زمرة منتهٌة،    إذا كانت   

 .| |وتقسم    بمقٌاس  1توافق   نوع  

 بعبارة أخرى : 

 : فإن  من الزمرة   عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع    إذا كانت 

،       حٌث          أو ٌمكن التعبٌر عنها                 

 .| |تقسم      

 البرهان 

تكون   و  ، من الزمرة   تكون احدى زمر سٌلو الجزئٌة من نوع   فرض أن ب     

 ،بالترافق  على تؤثر   و ، من الزمرة   مجموعة كل الزمر سٌلو الجزئٌة من نوع 

| |أن بما ،      إلً     تنقل      بالتالًو  |  |        . 
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إذن     لكل           هذا ٌؤدي إلى أن      فرض أن ب   

كلاهما زمر سٌلو جزئٌة من نوع       ، و       أن بما و .      

.     من الزمرة    كلاهما زمر سٌلو جزئٌة من نوع      فإن ، من الزمرة    

زمرة جزئٌة   ، وبما أن     مترافقتٌن فً      من نظرٌة سٌلو الثانٌة الزمرتٌن 

    بالتالً ،     تكون الزمرة الوحٌدة المترافقة فً   فإن  ،    ناظمٌة من 

| |و بما أن  { }   وهذا ٌؤدي إلى أن  وهذا ٌوضح أن عدد          |  | 

 .            ، أي أن  بقٌاس  1تكون توافق   زمر سٌلو الجزئٌة من نوع 

  ، بما أن كل زمر سٌلو من نوع بالترافق  تؤثر على   فرض أن الزمرة الآن ب     

فإنه من  ،   إذا كانت  . تحت   تكون مترافقة فإنه ٌوجد مسار واحد فقط فً 

| |( 3-8-1المبرهنة )  |      | ، | |تقسم  [    ]، ولكن [    ] 

 ∎ .| |تقسم   إذن هذا ٌوضح أن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع 

 .نظرٌة سٌلو فً توضح بعض الأمثلة وفٌما ٌلً سٌتم تطبٌق

 (1-2-2)مثال 

لها زمر جزئٌة من الرتب   من نظرٌة سٌلو الأولى الزمرة . 24زمرة رتبتها    لتكن

، وزمرة سٌلو من نوع 8رتبتها    2لو الجزئٌة من نوع  . ولها زمرة سٌ            

 .3رتبتها  3

 . معلومات عن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع أما نظرٌة سٌلو الثالثة تعطً 

| |بما أن   .    و     وبالتالً         و     

 : ٌمكن إٌجادها كالتالً 2ة من نوع فإن عدد زمر سٌلو الجزئٌ ،   : عندما أولا

  .    حٌث          ستخدم المعادلة  ت

 .24تقسم   ،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .24تقسم  3،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 
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 .24لا تقسم  5،     هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .24لا تقسم  7،     هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 . 24لا تقسم  9،     ن هذا ٌؤدي إلى أ    عندما 

 :فس الطرٌقةنوهكذا ب

                                          

زمر سٌلو الجزئٌة  3وجد ٌ ، إذن      ،       بالتالًو 24ٌجب أن تقسم    و 

 .2من نوع 

 : ٌمكن إٌجادها كالتالً  3من نوع  فإن عدد زمر سٌلو الجزئٌة ،   ما دعن: تانٌا    

  .    حٌث          ستخدم المعادلة  ٌ

 .24تقسم   ،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .24تقسم   4،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .24لا تقسم  7،     هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .24لا تقسم  10،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 . 24لا تقسم  13،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 وهكذا بنفس الطرٌقة: 

                          

من نوع زمر سٌلو الجزئٌة  4توجد ، إذن         بالتالً و 24ٌجب أن تقسم    و 

3 .∎ 
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 (2-2-2مثال )

لها زمر جزئٌة من الرتب     من نظرٌة سٌلو الأولى الزمرة .12زمرة رتبتها    لتكن

  ، وزمر سٌلو جزئٌة من نوع   رتبتها     . ولها زمر سٌلو جزئٌة من نوع          

 .3 رتبتها

 . معلومات عن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من أما نظرٌة سٌلو الثالثة تعطً 

 .    و     بما أن 

 ٌمكن إٌجادها كالتالً :  2فإن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع  ،   : عندما أولا    

  .    حٌث          نستخدم المعادلة  

 .12تقسم  ،     هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .12تقسم  3،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .12تقسم لا  5،     هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .12 لا تقسم 7،     هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 . 12 لا تقسم 9،     هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 :نفس الطرٌقةوهكذا ب

                 

زمر سٌلو الجزئٌة من نوع   3 ٌوجد إذن ،         وبالتالً 12  ٌجب أن تقسم   و

2 . 

 ٌمكن إٌجادها كالتالً :   3فإن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع  ،   عندما : تانٌا 

 .    حٌث          ستخدم المعادلة  ٌ

 .12  تقسم  ،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 
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 .12تقسم   4،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .12لا تقسم  7،     هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 .12 تقسم لا 10،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 . 12 لا تقسم 13،      هذا ٌؤدي إلى أن     عندما 

 نفس الطرٌقة: وهكذا ب

                         

من نوع زمر سٌلو الجزئٌة  4ٌوجد  إذن ،        وبالتالً   12ٌجب أن تقسم    و

3.  ∎ 
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  بعض تطبٌقات نظرٌات سٌلو   2-3

Some Applications Sylow Theorems       

  Normal Sylow Subgroup    زمر سٌلو الجزئٌة الناظمٌة 2-3-1

 (Keith, 2016)(  1-1-3-2مبرهنة )

 .تكون زمرة جزئٌة ناظمٌة  ٌعنً أن زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع      الشرط 

 البرهان

تكون مترافقة وبالتالً    من نظرٌة سٌلو الثانٌة أن كل زمر سٌلو الجزئٌة من نوع      

تكون مترافقة مع    ٌعنً بالضبط أن زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع      الشرط 

 ∎.  وبالتالً فهً تكون زمرة جزئٌة ناظمٌة من  ،نفسها

 (Hungerford, 1990; Rotman, 2003) (2-1-3-2)مبرهنة

ناظمٌة تكون   فإن  ، زمرة سٌلو جزئٌة من نوع     و  منتهٌةة زمر   إذا كانت     

 . من الزمرة    زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع    تإذا وفقط إذا كان

 البرهان 

 .وحٌدة   من الزمرة   من نوع زمرة سٌلو الجزئٌة   فرض أن ب

ٌكون كذلك زمرة سٌلو جزئٌة       الترافق     لكل  ،(5-1-2من المبرهنة )    

وحٌدة بالتالً   زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع  بما أن، و   لكل   من نوع 

 .  زمرة جزئٌة ناظمٌة من   ، وهذا ٌوضح أن     لكل           

أي زمرة سٌلو   ، إذا كانت  زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة من   فرض أن : بالعكس     

من نظرٌة سٌلو الثانٌة كل زمر سٌلو الجزئٌة تكون فإن  ، من الزمرة  جزئٌة من نوع 

فإن  ،زمرة جزئٌة ناظمٌة  وبما أن  ،   لبعض         مترافقة أي أن  
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زمرة سٌلو جزئٌة من   . وهذا ٌوضح أن    علٌه لهذا و             

                                           ∎. ناظمٌة  تكون وحٌدة إذا وفقط إذا كان   نوع 

 ( 1-1-3-2نتٌجة)

و زمرة جزئٌة  3 لها زمرة جزئٌة ناظمٌة رتبتها  فإن  ،15زمرة رتبتها   إذا كانت    

 .5ناظمٌة رتبتها 

 البرهان 

| |فرض أن ب       ، من نظرٌة سٌلو الأولى الزمرة        بما أن  ،   

سٌلو جزئٌة  وتحتوي أٌضا على زمر ،3رتبتها    تحتوي على زمر سٌلو جزئٌة من نوع

 تكون 3عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع ، ومن نظرٌة سٌلو الثالثة 5رتبتها  5من نوع 

لها   هذا ٌؤدي إلى أن  ،     بالتالً   |  ،            بحٌث أن    

ستنتج أن ومن المبرهنة السابقة ٌ  وحٌدة ولتكن  3رتبتها  3ة من نوع زمرة سٌلو جزئٌ

 .  زمرة جزئٌة ناظمٌة من الزمرة   

بحٌث أن    تكون  5أٌضا من نظرٌة سٌلو الثالثة عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع     

لها زمرة سٌلو   وهذا ٌؤدي إلى أن      بالتالً    |  ،            

تكون   ستنتج أن ومن المبرهنة السابقة ٌ . وحٌدة ولتكن  5رتبتها  5ة من نوع جزئٌ

 ∎.   زمرة جزئٌة ناظمٌة من الزمرة 

  (3-1-3-2مبرهنة ) 

  تإذا كان . نعددان أولٌان مختلفا   و    إنَ  حٌث   زمرة من الرتبة   لتكن       

 .   لها زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة من نوع   فإن  ،          

 البرهان 

تحتوي على زمر سٌلو جزئٌة من    التً رتبتها   من نظرٌة سٌلو الأولى الزمرة     

، ومن  رتبتها   وتحتوي أٌضا على زمر سٌلو جزئٌة من نوع  ، رتبتها   نوع 
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ٌجب أن تقسم رتبة    ولتكن   نظرٌة سٌلو الثالثة عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع 

| |بما أن  ،     لبعض         وتحقق العلاقة   الزمرة  فإنها  ،   

  .  احتمالات فقط ل  4وبالتالً هناك             قواسم فقط وهً  4تحتوي على 

هذا ٌؤدي إلى أن      لبعض         بالتالً       إذا كانت     

  إذن            فإن  ،       
 

   
عدد   وهذا تناقض )لأن  

 .      بالتالً ، أولً(

هذا ٌؤدي إلى أن         لبعض       بالتالً      إذا كانت  أما    

  إذن           وبالتالً        
 

   
 وهذا تناقض أٌضا ولهذا علٌه 

    . 

             الفرضوهذا تناقض )لأن        بالتالً      كانت وإذا     

ستنتج ومنه ٌ ،     وبالتالً ٌجب أن تكون  .     إذن ،(           

ومن  ، تكون وحٌدة ولتكن   من الزمرة   أن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع 

                      ∎.  من الزمرة   نوع  تكون زمرة جزئٌة ناظمٌة من  ( 2-1-3-2المبرهنة  )

 (Keith, 2016)(  4-1-3-2مبرهنة ) 

فإن عناصر  ،    ،      ،  | |عوامل أولٌة مختلفة من      إذا كانت      

 .  تكون متبادلة مع عناصر زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع   زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع 

 البرهان

زمرة  سٌلو جزئٌة    و  من الزمرة   زمرة سٌلو جزئٌة من نوع     نفرض أن    

    وبالتالً فإن رتبتهما أعداد أولٌة   و   بما أن  . من الزمرة   من نوع 

{ }. 

تكون زمر جزئٌة ناظمٌة    و    إذن الزمر الجزئٌة      ،      بما أن     

 .((2 -1-3-2)من المبرهنة )  من 
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 : نجد أن        الآن لأي 

                           

                         

 .     وبالتالً  { }             : إذن     

  إذن هذا ٌوضح أن عناصر الزمرة  ،عناصر اختٌارٌة         وبما أن 

    ∎.  تكون متبادلة مع عناصر الزمرة 

ٌجب أن  ٌمكن وضعها على شكل قوىالتً   رتبة الزمر أن التالٌة توضح النتٌجة     

 . لى زمرة جزئٌة ناظمٌة غٌر تافهةتحتوي ع

    (2-1-3-2) نتٌجة

| |إذا كانت      رة سٌلو الجزئٌة تحتوي على زم  فإن الزمرة  ،           

 . 5ناظمٌة من نوع 

 البرهان 

| | لتكن                     الثالثة، ومن نظرٌة سٌلو         ، بما أن    

تحتوي   الزمرة بالتالً      هذا ٌؤدي إلً أن    |  ،             

 .  على زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة من نوع 

| |وبالمثل إذا كانت      ومن نظرٌة سٌلو الثالثة  ،         بما أن      

تحتوي   الزمرة بالتالً      هذا ٌؤدي إلً أن  ،    |  ،             

 ∎.  على زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة من نوع 

نظرٌات سٌلو ولكنها تستخدم مع ربط بنظرٌات سٌلو فً المبرهنة التالٌة لا تشمل      

 .حول وجود الزمر الجزئٌة الناظمٌةبرهان العدٌد من المبرهنات 
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 (Keith, 2016)(   5-1-3-2مبرهنة )

  فإن الزمرة  ، من الزمر الجزئٌة التً رتبتها   زمرة تحتوي على   إذا كانت      

 . من العناصر التً رتبتها        تحتوي على 

 البرهان 

باستثناء العنصر المحاٌد رتبتها  هاعناصركل   الزمر الجزئٌة التً رتبتها  أنبما      

لانجرانج  مبرهنة ، من ٌولد زمرة جزئٌة من الرتبة   ، والعكس العنصر التً رتبته  

، وبالتالً العناصر باستثناء ٌكون تقاطعهما تافه  كل الزمر الجزئٌة المختلفة التً رتبتها 

كل زمرة جزئٌة  هذا ٌؤدي إلى أن ، ونفصلة كل زمرة عن أخرىالعنصر المحاٌد تكون م

، وهذه العناصر غٌر موجودة  رتبتها من العناصر التً     تحتوي على   رتبتها 

  التً رتبتها   ، إذن عدد العناصر فً الزمرة  فً الزمر الجزئٌة الأخرى التً رتبتها 

     ∎.        تكون 

   (2-2-3-2نتٌجة )

| |إذا كانت      تحتوي على زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة من نوع   فإن الزمرة  ،   

 . 3ناظمٌة من نوع زمرة سٌلو جزئٌة أو  2

 البرهان 

| |لتكن      تحتوي   ، من نظرٌة سٌلو الأولى الزمرة         بما أن  .   

وتحتوي أٌضا على زمرسٌلو جزئٌة من نوع  4رتبتها    على زمر سٌلو جزئٌة من نوع

 ، ومن نظرٌة سٌلو الثالثة:  3رتبتها  3

 .         أو      إذن      |  ،            

 .     أو      إذن    |  ،             

 .     أو      أن سوف ٌتم توضٌح الآن 
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رتبتها  3، وبما أن زمر سٌلو الجزئٌة من نوع      بالتالً      فرض أن ب     

:  أي أن  3عناصر رتبتها  8حتوي على ت  ومن المبرهنة السابقة الزمرة  3

التً رتبتها لٌس   ، إذن العناصر المتبقٌة فً الزمرة                 

، وهذه الزمرة تمثل كل 4رتبتها  2زمرة سٌلو الجزئٌة من ، وبما أن عناصر 4تكون  3

زمرة تحتوي على   ، إذن هذا ٌوضح أن الزمرة     العناصر المتبقٌة وبالتالً 

 ∎. 2سٌلو جزئٌة ناظمٌة من نوع 

 تطبٌق نظرٌة سٌلو فً تمٌٌز الزمر الدورٌة   2-3-2

Application Of  Sylow Theorems In Characterizing 

Cyclic Groups  

ذلك لانفرادها دون غٌرها من و ،رلدورٌة أهمٌة خاصة فً دراسة الزمتحتل الزمر ا     

، واستخدامها  فً رعملٌة التعرف على هذه الزم بعض الخواص التً تسهلالزمر ب

الدورٌة  متى تكون الزمرى، وفً الفصل السابق عُرفت تصنٌف بعض الزمر الأخر

نها دورٌة ى الزمرة كوتعرف علفصل سٌُ الالزمرة الدورٌة، وفً هذا  باستخدام تعرٌف

 .والمبرهنات التالٌة سوف توضح ذلكباستخدام نظرٌات سٌلو ، 

 (Gallian, 2012)( 1-2-3-2مبرهنة )

لا تقسم    ،     ،عدادان أولٌان   و  إنَ حٌث    زمرة من الرتبة    إذا كانت   

 . زمرة دورٌة  فإن  ،   

 البرهان  

| |فرض أن ب    سٌلو  تحتوي على زمر   زمرةال ،من نظرٌة سٌلو الأولى أن   

من   زمر سٌلو جزئٌة من نوع تحتوي أٌضا على و ،   من الزمرة   جزئٌة من نوع 

تكون   من نوع لثالثة أن عدد زمر سٌلو الجزئٌة ، من نظرٌة سٌلو ا الزمرة 

         هً     ، وبما أن قواسم   تقسم    ،     لبعض         

   . 
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  إذن          هذا ٌؤدي إلى أن      الآن إذا كانت   
 

   
تناقض هذا  

  .    بالتالً وعدد أولً (   )لإن 

إذن        هذا ٌؤدي إلى أن      وإذا كانت     
   

 
ٌتناقض وهذا  ،   

 .     وبالتالً     لا تقسم    مع

وهذا ٌؤدي إلى أن          هذا ٌؤدي إلى أن      وإذا كانت     

   إذن   ،         
 

   
من هذا ، و      وبالتالً  ،وهذا تناقض 

سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع تحتوي على زمرة   زمرة ، وبالتالً ال    ستنتج أن ٌ

 ،  زمرة جزئٌة ناظمٌة من الزمرة    وهذا ٌؤدي إلى أن ،  ولتكن   من الزمرة   

 . وبالتالً فهً دورٌة  رتبتها   من الزمرة   زمرة جزئٌة من نوع   وبما أن 

لبعض          تكون  بالمثل بما أن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع  و    

            هً    ، وبما أن قواسم   تقسم     و     

  ن إذ ،      هذا ٌؤدي إلى أن      إذا كانت     
 

   
هذا تناقض  

 .    عدد أولً ( وبالتالً   )لإن 

     ٌتناقض مع وهذا  ،      هذا ٌؤدي إلى أن      إذا كانت     

 .     وبالتالً 

وهذا ٌؤدي إلى أن                 هذا ٌؤدي إلى أن      إذا كانت    

  إذن  ،         
 

   
ستنتج هذا ٌ ، من      وهذا تناقض وبالتالً  ،

من   زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع  تحتوي على   الزمرة ، وبالتالً     أن 

، وبما أن  زمرة جزئٌة ناظمٌة من الزمرة   وهذا ٌؤدي إلى أن  ، ولتكن   الزمرة 

 . وبالتالً فهً دورٌة  رتبتها   من الزمرة   زمرة جزئٌة من نوع   
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|  |بما أن  ، 〈 〉  ، 〈 〉  فرض أن لآن با     | || |     | | 

 .تبدٌلٌة     دورٌة ٌكفً أن نبرهن أن   إذن لتوضٌح أن الزمرة 

 : فإن  زمر جزئٌة ناظمٌة من الزمرة      بما أن 

                           

                              

  . وهذا ٌوضح أن        وبالتالً فإن                 إذن 

                                                                  ∎. زمرة دورٌة

 (1-2-3-2نتٌجة)

 تكون دورٌة .   كل زمرة رتبتها 

،    من المرهنة السابقة نجد أن         ، بما أن   رتبتها   الزمرة لتكن    

زمرة   إذن شروط المبرهنة السابقة متحققة و بالتالً     لا تقسم   ،    

  ∎. دورٌة

 (Keith, 2016)(  2-2-3-2مبرهنة)

 الزمرة المنتهٌة التً تحتوي على الأغلب زمرة جزئٌة واحدة من كل رتبة تكون دورٌة .  

 البرهان 

م ستخدثم ٌ ،د أولًلعدلقوة  هذه المبرهنة للزمر التً رتبتها هذا البرهان ٌبرهن       

 . الحالة العامة القوة الأولٌة إلىمن حالة نظرٌة سٌلو الأولى التً تقود 

 :ن لبرهان هذه المبرهنةهناك خطوتا

 ،تحتوي على الأكثر زمرة جزئٌة واحدة من كل رتبة  فرض أن الزمرة ب: 1الخطوة    

| |و  فرض أن زمرة دورٌة، ٌ  ، لتوضٌح أن     عدد أولً   حٌث     

〈 〉رٌد إثبات أن ، وٌ ٌكون عنصر له أعلى رتبة فً الزمرة         . 
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| |فرض أن  ، وب تكون قوة للعدد   رتبة بالتالً     لتكن             ،

| | هناك زمرة جزئٌة من ولهذا فإن    تقسم     ، وبالتالً    حٌث     

تحتوي   الزمرة  الفرض، ومن   رتبتها  〈 〉 لكن، و  ذو رتبة  〈 〉الزمرة الدورٌة 

〈 〉على الأكثر زمرة جزئٌة واحدة من كل رتبة وهذا ٌؤدي إلً أن   بالتالً و ،〈 〉 

 تكون   بالتالً الزمرة و ،〈 〉  وهذا ٌؤدي إلى أن  ،〈 〉  إذن  〈 〉  

 .زمرة دورٌة

تحتوي على الأغلب زمرة جزئٌة واحده من كل   فرض أن الزمرة ب: 2الخطوة    

بحٌث      ، لأي عددٌن أولٌٌن مختلفٌن  لكل الأعداد الأولٌة      وبالتالً  ،رتبة

تكون متبادلة مع عناصر زمرة   ، عناصر زمرة سٌلو من نوع  ٌقسمان رتبة الزمرة 

 ((.       4-1-3-2) من المبرهنة )   سٌلو من نوع 

تحتوي على الأكثر زمرة جزئٌة واحدة من كل رتبة )غٌر   كل الزمر الجزئٌة من     

، ولهذا زمرتٌن جزئٌتٌن من نفس الرتبة ( نفسها ٌجب أن تحتوي على   ذلك الزمرة 

، رٌةتكون دو  ولتكن   من الزمرة    ( زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع 1)من الخطوة 

   ، رتبة  تكون من رتبة    وبالتالً رتبة  ،  ولٌكن   الآن نختار مولد لزمرة 

تكون متبادلة    هذه  . من الزمرة   تكون مماثلة لرتبة زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع 

أن حاصل ضرب ؤدي إلى نسبٌا وهذا ٌ المقطع السابق تكون رتبتها أولٌة، ومن  بتغٌر

وهذا مساوي  ،له رتبة مساوٌة لحاصل ضرب رتب زمر سٌلو الجزئٌة ،ةغٌرالمت   

 ∎. تكون دورٌة  وبالتالً الزمرة  ، لرتبة الزمرة 
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 تطبٌق نظرٌة سٌلو فً تمٌٌز الزمر التبدٌلٌة   2-3-3

Application Of  Sylow Theorems In Characterizing 

Abelian  Groups 

، وأن كل زمرة رتبتها عدد أولً   إن تكون تبدٌلٌة حٌث   أن كل زمرة رتبتها بما      

ٌة )فً تكون تبدٌل ،           و ،   و ،عددان أولٌان  ،    إنَ  حٌث   

، فنظرٌات سٌلو تعتبر أداة إضافٌة لتوضٌح كل الزمر من (الحقٌقة هً تكون دورٌة

 . فا تكون تبدٌلٌةالرتب المعطاة سل

 (Keith, 2016)( 1-3-3-2مبرهنة )

 ،          و     ن و عددان أولٌا  ،    إن حٌث    كل زمرة رتبتها   

 .تكون زمرة تبدٌلٌة

 البرهان 

| |لتكن     تحتوي على زمر سٌلو جزئٌة   من نظرٌة سٌلو الأولى الزمرة  .    

، ومن نظرٌة  رتبتها   سٌلو جزئٌة من نوع  وتحتوي على زمر ،  رتبتها   من نوع 

 |   و            سٌلو الثالثة 
هً     بما أن قواسم العدد ، و  

              . 

وبالتالً      حٌث          هذا ٌؤدي إلى أن        إذا كانت       

  إذن ،          
 

    
وإذا كانت  .      ، وبالتالً وهذا تناقض  

إذن        وبالتالً      حٌث        هذا ٌؤدي إلى أن      

  
 

   
هذا ٌؤدي إلً أن       وإذا كانت  .    ، وبالتالً وهذا تناقض 

  إذن  ،       
 

   
وإذا كانت   .     ، وبالتالً وهذا تناقض 

     فً الفرض وهذا تناقض )لأن       هذا ٌؤدي إلً أن      

تحتوي على   الزمرة وبالتالً      إذن  .    وبالتالً (،(          
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 بالتالً و     . وبنفس الطرٌقة    رتبتها   زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع 

هذا ٌؤدي إلى أن  ، رتبتها   تحتوي على زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع    الزمرة 

وتحتوي على   ولتكن   تحتوي علً زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة  من نوع   الزمرة 

| |وبما أن  ،  ولتكن   زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة من نوع      ،| |   فإن    

 .  وبالتالً فهً تبدٌلٌةزمرة دورٌة تكون   تكون زمرة تبدٌلٌة  و 

  تكون زمرة جزئٌة من  {           }   الآن لدٌنا المجموعة      

كزمر   و   تحتوي على    زمر جزئٌة ناظمٌة (، بما أن الزمرة   و   )لأن 

 ،| |و | |قابلٌة القسمة على كلا من  |  |لانجرانج  وبالتالً من مبرهنة جزئٌة، 

 كلاهما   و   وبما أن .      فإن علٌهو ،   قابلٌة القسمة على |  | إذن 

( عناصر 4-1-3-2فإن من المبرهنة ) ،     و       بما أن  ،زمر تبدٌلٌة

      ∎.  زمرة تبدٌلٌة  هذا ٌؤدي إلى أن  ، تكون متبادلة مع عناصر الزمرة    الزمرة 

 (   1-3-3-2نتٌجة )

 .تكون تبدٌلٌة 45رتبتها كل زمرة      

 البرهان

| |لتكن   ومن نظرٌة سٌلو الثالثة:        بما أن  .   

 .    أن  وهذا ٌؤدي إلى   |  ،              

  .    هذا ٌؤدي إلى أن و   |  ،              

وتحتوي على ، 9رتبتها   تحتوي على زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع   الزمرة       

تحتوي علً زمرة   ، وبالتالً الزمرة 5رتبتها   زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع 

وتحتوي على زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة من  ، ولتكن  3سٌلو جزئٌة ناظمٌة  من نوع 

| |وبما أن  . ولتكن  5نوع     ،| |   تكون زمرة تبدٌلٌة  و   فإن ،   

 .  تبدٌلٌة تكون زمرة دورٌة وبالتالً فهً
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، بما أن  تكون زمرة جزئٌة من  {           }   المجموعة     

قابلٌة القسمة  |  |لانجرانج  كزمر جزئٌة إذن من مبرهنة  و   تحتوي على    

و   وبما أن  ،     ولهذا علٌة  45قابلٌة القسمة على  |  | بالتالً ، 5و 9على 

تكون    ٌؤدي إلى أن عناصر الزمرة      و       ،كلاهما زمر تبدٌلٌة  

 ∎ .تكون زمرة تبدٌلٌة  وبالتالً الزمرة  ، متبادلة مع عناصر الزمرة 

 (2-3-3-2نتٌجة )

| | إذا كانت  .تكون زمرة تبدٌلٌة  فإن  ،   

،    ومنها       من المبرهنة السابقة نجد أن          ن بما أ

إذن شروط المبرهنة السابقة متحققة هذا             ،     ،     

    ∎.  زمرة تبدٌلٌة  ٌؤدي إلى أن 
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 تطبٌق نظرٌة سٌلو فً تمٌٌز الزمر البسٌطة  2-3-4

Application Of  Sylow Theorems In Characterizing 

Simple  Groups   

، ههزمرة جزئٌة ناظمٌة فعلٌة غٌر تافلم ٌكن لها تكون بسٌطة إذا   أن الزمرة بما     

إذا ، أي أنه تكون بسٌطة أو غٌر بسٌطة  على معرفة أن الزمرة   فنظرٌات سٌلو تساعد

 تكون زمرة جزئٌة  فإن  ، لها زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة ولتكن   كانت الزمرة 

  . غٌر بسٌطة ، وهذا ٌؤدي إلى أن الزمرة  من الزمرة  ناظمٌة فعلٌة

 (1-4-3-2مبرهنة )

 .تكون غٌر بسٌطة 20كل زمرة رتبتها 

 البرهان 

| |لتكن      تحتوي على زمر سٌلو   وبالتالً الزمرة         بما أن  .   

، 5رتبتها  5مر سٌلو جزئٌة من نوع تحتوي أٌضا على ز، و4رتبتها  2جزئٌة من نوع 

هذا ٌؤدي إلى    |  و            تكون  5وعدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع 

وهذه  5تحتوي على زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع   ، وبالتالً الزمرة     أن 

تحتوي على   ، وهذا ٌوضح أن الزمرة تكون ناظمٌة 5لو الجزئٌة من نوع زمرة سٌ

 ∎. تكون غٌر بسٌطة  الزمرة  وبالتالً ،زمرة جزئٌة ناظمٌة فعلٌة

 (2-4-3-2مبرهنة )

 .بسٌطة تكون غٌر 30كل زمرة رتبتها 

 البرهان 

| |لتكن      تحتوي على زمرة سٌلو   وضح أن ما إذا كانت الزمرة . سوف ن   

، من نظرٌات سٌلو 30تقسم    عدد أولً و  ، حٌث تكون وحٌدة   جزئٌة من نوع 
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 3، وعدد زمر سٌلو من نوع   أو     تكون  5عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع 

 .    أو      تكون  

 5زمر جزئٌة من نوع  6تحتوي على   وبالتالً الزمرة  ،    الآن إذا كانت    

 .      5عنصر رتبته  24تحتوي على   ( الزمرة 5-1-3-2ومن المبرهنة )، 5رتبتها 

رتبتها  3زمر جزئٌة من نوع  10تحتوي على   وبالتالً الزمرة  ،     وإذا كانت 

وفً هذه . 3عنصر رتبته  20تحتوي على   ( الزمرة 5-1-3-2ومن المبرهنة ) ،3

| |وهذا تناقض )لأن  ،عنصر 44تحتوي على الأقل   الحالة تكون الزمرة      ) ،

على  أو تحتوي 3ة من نوع تحتوي زمرة جزئٌة ناظمٌ  ستنتج أن الزمرة ٌ ومن هذا

 ∎. تكون غٌر بسٌطة  ، وهذا ٌؤدي إلى أن الزمرة 5زمرة جزئٌة ناظمٌة من نوع 

 ( )اختبار سٌلو للزمر غٌر البسٌطة 3-4-3-2مبرهنة )

(Sylow Test For Non simplicity Groups  (Gallian, 2012) 

هو القاسم  1إذا كان العدد  . عدد أولً ٌقسم    و عدد صحٌح غٌر أولً  لٌكن     

 . فإن لا توجد زمرة بسٌطة رتبتها  ، بمقٌاس  1بحٌث ٌساوي   الوحٌد للعدد 

 البرهان 

فهً وبالتالً لها مركز غٌر تافه   فإن الزمرة التً رتبتها  ،ولًأقوة لعدد   إذا كانت    

، ومن ، فإن كل زمرة سٌلو الجزئٌة فعلٌةولًألٌست قوة لعدد   ، و إذا كانت غٌر بسٌطة

تكون   من الزمرة التً رتبتها   نظرٌة سٌلو الثالثة عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع 

بمقٌاس  1بحٌث ٌساوي   هو العدد الوحٌد  التً تقسم  1، وبما أن  بمقٌاس  1مساواة 

، حٌدة ، وبالتالً فهً تكون ناظمٌةتكون و  زمرة سٌلو الجزئٌة من نوع  علٌه ، ولهذا 

 ∎. لا توجد زمرة بسٌطة رتبتها  إذاً 

 

 

 



 

 

 
68 

 (Fieseler, 2010) (4-4-3-2مبرهنة )

لها زمرة     رتبتها   فإن كل زمرة  ،   عددٌن أولٌٌن و كانت        إذا كانت 

 . وبالتالً فهً غٌر بسٌطة   جزئٌة ناظمٌة فعلٌة من 

 البرهان 

                ، من نظرٌة سٌلو الثالثة  عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع    لتكن 

بالشكل    وٌمكن التعبٌر عن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع ،            

| |تقسم    ، وأن عدد صحٌح موجب  حٌث         التالً  وبما  ،   

     إذّن  ،   هذا ٌؤدي إلً أن  ، إذن ٌجب أن تقسم   لا تقسم    أن 

زمرة سٌلو وهذا ٌؤدي إلى أن ، تكون وحٌدة  زمر سٌلو الجزئٌة من نوع وبالتالً 

 زمرة جزئٌةالتً تكون ، و(2-1-3-2تكون ناظمٌة من المبرهنة )  الجزئٌة من نوع 

 ∎. زمرة غٌر بسٌطة   إذن  ،  فعلٌة من الزمرة  ناظمٌة

 (1-4-3-2نتٌجة )

 غٌر بسٌطة . تكون   كل زمرة رتبتها 

     ،     ،      لتكن  ،       ، بما أن   زمرة رتبتها    لتكن 

 ∎. زمرة غٌر بسٌطة   إذن وبالتالً شروط المبرهنة السابقة متحققة 
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 تصنٌف الزمر المنتهٌة باستخدام نظرٌات سٌلو 3-1

Classifying Finite Groups By Using Sylow Theories    

ق نظرٌات سٌلو فً كل ما ٌتعلق بتصنٌف الزمر المنتهٌة ٌطبت هذا الفصل سٌتمفً         

 ر بحٌث ٌكون كل زمرة منتهٌة تماثلج قائمة من الزماستنتومن المهم ا، من حٌث التماثل

 ،ٌع الزمر المنتهٌةمتصنٌف متكامل لج لا ٌوجد ولكن ،حدى هذه الزمر التً فً القائمةإ

فنظرٌات سٌلو  ،صنف جمٌع الزمر التبدٌلٌةفالمبرهنة الأساسٌة للزمر المنتهٌة التبدٌلٌة ت

لمبرهنة فً تصنٌف ستخدم هذه ا، ثم تفً معرفة أن الزمرة تبدٌلٌة دورها هنا تساعد

ربط نظرٌات سٌلو مع جمٌع الزمر دورٌة، فٌ( تصنف 4-7-1، والمبرهنة )الزمر المنتهٌة

هنة فً تصنٌف الزمر ستخدم هذه المبر، ثم ٌمبرهنات أخرى لمعرفة أن الزمرة دورٌة

فنظرٌات  ،مسألة صعبةفتبدٌلٌة ق بتصنٌف الزمر المنتهٌة غٌر أما فٌما ٌتعلالمنتهٌة. 

 .ه الزمرر كبٌر فً تصنٌف هذكان لها دوسٌلو 

تصاعدٌا بدأ ٌس حٌث، ما ٌتعلق بتصنٌف الزمر المنتهٌةكل  وسٌتناول هذا الفصل        

 عنصر المحاٌد فقطبالنسبة للزمرة التً تحتوي على ال، من حٌث الرتبة فً تصنٌف الزمر

ذا النوع من الزمر ، وهمرة تحتوي على زمرة منتهٌة واحدة، وهذه الز تكون رتبتها 

بالزمر المنتهٌة التً رتبتها عدد  ولهذا سٌتم البدء ،ٌكون تافه لا ٌحتاج التحدث عنه هنا

 .لرتب من حٌث التصنٌفأولً وتعتبر هذه الزمر أسهل ا

 (Stearns, 2015) (1-3مبرهنة )

 .   تماثل  كل زمرة رتبتها عدد أولً 

 البرهان 

| |لتكن     حصل على زمرة جزئٌة دورٌة ٌمكن أن ٌ ،   و     و    

|〈 〉|بحٌث أن  〈 〉ولتكن   مولدة بالعنصر    | |||〈 〉|لاجرانج مبرهنة ، ومن   

|〈 〉|عدد أولً وبالتالً   ولكن    ||〈 〉|أي أن  〈 〉علٌه و لهذا      وهذا  ،  

   ∎.     ستنتج أن ( 4ٌ-7-1زمرة دورٌة ، ومن المبرهنة )  ٌؤدي إلى أن 
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 (1-3مثال )

| |زمرة بحٌث    إذا كانت     وبالتالً بتطبٌق المبرهنة  ،عدد أولً  بما أن ،   

مع كل  ماثلةتكون مت 7من الرتبة  ستنتج أن هناك زمرة واحدهومنها ٌ    السابقة 

 .  وهً بالتحدٌد  7الزمر من الرتبة 

،  17،  13،  11،  7،  5،  3،  2تٌة : منتهٌة من الرتب الآوبنفس الطرٌقة كل الزمر ال 

19 ... ، 

 ∎   . حًاثهٓانكم سحبت ٔاحذة ُْاك صيشة  

 (Axler & Ribeb , 2007) (2-3مبرهنة )

 .       أو الزمرة    الزمرة  تماثل   كل زمرة رتبتها  .عدد أولً  كن لٌ

   البرهان

لمبرهنة الأساسٌة للزمر المنتهٌة ، ومن اتكون تبدٌلٌة   زمرة رتبتها كل أن بما     

على شر للزمر الدورٌة التً الضرب المباتماثل التبدٌلٌة أن كل زمرة تبدٌلٌة منتهٌة 

 :الشكل

   
      

        
   

أعداد صحٌحة    أعداد أولٌة لٌس من الضروري أن تكون مختلفة و     إن حٌث  

          ∎.     أو      تماثل    الزمرة التً رتبتها وبالتالً موجبة 

 ( 2-3مثال )

| |زمرة بحٌث    إذا كانت ، وبالتالً بتطبٌق عدد أولً 2،     ، بما أن   

  مع كل الزمر من الرتبة  ماثلةتكون مت  المبرهنة السابقة هناك زمرتٌن من الرتبة 

 .     و أ    وهً بالتحدٌد 

 ،...  49،  25،  9،  4تٌة : الآمن الرتب  زمرلكل النفس الطرٌقة وب

 ∎.  تماثلهالكل رتبة  هناك زمرتٌن 
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 (Axler & Ribeb , 2007)(  3-3مبرهنة )

أو الزمرة     الزمرة  تماثل   زمرة رتبتها  . كل     و دد أولًع  لٌكن     

                 . 

  رهانالب

| |و     فرض أن ب     لها زمرة    ، من نظرٌات سٌلو الزمرة من الرتبة    

  ولتكن   ولها زمرة سٌلو جزئٌة من نوع  ، رتبتها   ولتكن   سٌلو جزئٌة من نوع 

ا عدد أولً( مزمر دورٌة )لأن رتبته  و   هذا ٌؤدي إلى أن الزمرتٌن و ، رتبتها 

 : بحٌث    و     وبالتالً ٌوجد 

  〈 〉            〈 〉      

[   ]بما أن  :الآن                ، وبما أن زمرة جزئٌة ناظمٌة من   فإن  ،  

| |و         | || | وبالتالً  ،    ٌؤدي إلى أن هذا  ،|  | 

و      ٌحققان العلاقة   و   ن ، والعنصرا{    }مولدة بالعنصرٌن   الزمرة 

وبالتالً         فإن  ، زمرة جزئٌة ناظمٌة من   بما أن و ،    

 ٌكون:     وبما أن  ، لبعض          

                                     
 

     إذن   
           وعلٌه فإن ،        وبالتالً         هذا ٌؤدي إلى أن و 

                 ، وبما أن     تقسم    وبالتالً        

ٌجب أن     فإن ،عدد أولً  و بما أن  .          تقسم   هذا ٌؤدي إلى أن و

 .     أو       تقسم 

وهذا ٌؤدي إلى أن            فإن  ،     تقسم   إذا كانت       

وبالتالً من المبرهنة الأساسٌة للزمر التبدٌلٌة تبدٌلٌة،   ن الزمرة إذ      

  :المنتهٌة
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وٌمكن إعادة كتابتها              فإن  ،     تقسم   وإذا كانت     

مولدة ، غٌر تبدٌلٌة  ٌؤدي إلى أن الزمرة وهذا         على الشكل التالً 

| |وبالتالً   و   بالعنصرٌن   |  |     . 

| |و بالتالً      و      ولدٌنا         بما أن  :الآن    و     

| |  :على الشكل التالً  ستنتج احتمال أن تكون عناصر الزمرة ومن هذا ٌ   

  {      | |     | |              }     

 .       وبالتالً 

عدد أولً إذا كانت زمرة تبدٌلٌة فإنها   حٌث    وهذا ٌوضح أن الزمرة التً رتبتها    

 ∎ .      الزمرة  ماثل، و إذا كانت زمرة غٌر تبدٌلٌة فإنها ت   تماثل 

 ( 3-3مثال )

| |زمرة  بحٌث      إذا كانت     التالً ، وبعدد أولً 3و       ، بما أن   

  ستنتج أن هناك زمرتٌن من الرتبة ومنها ٌ ،   جد أن بتطبٌق المبرهنة السابقة ٌ

 .      أو     وهً بالتحدٌد  ، مع كل الزمر من الرتبة  ماثلةتكون مت

 :  تٌةمن الرتب الآ زمراللكل وبنفس الطرٌقة 

10  ،14  ،22  ،26  ،34  ،38  ،46  ،58  ،62  ،74  ،82  ،86  ،94 .... ، 

 ∎ تماثلها .لكل رتبة هناك زمرتٌن 
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 (Axler & Ribeb , 2007; Hungerford, 2003) ( 4-3مبرهنة )

حدى  ثلاثة زمر تماثل إفإنها زمرة تبدٌلٌة،   إذا كانت  . زمرة رتبتها   لتكن    

 ماثلفإنها ت ،زمرة غٌر تبدٌلٌة  وإذا كانت .    ،     ،        تبدٌلٌة

 .  أو    

 البرهان 

 . زمرة تبدٌلٌة رتبتها   فرض أن أولا: ب

الضرب تماثل أن كل زمرة تبدٌلٌة من المبرهنة الأساسٌة للزمر التبدٌلٌة المنتهٌة    

 :الآتً من الزمر الدورٌة التً على الشكلالمباشر 

   
      

        
   

أعداد صحٌحة موجبة    أعداد أولٌة لٌس من الضروري أن تكون مختلفة ،     إن حٌث

 : الاحتمالات الآتٌةبذلك ٌكون هناك و

 :  بالتالً            و             لٌكن : 1الحالة 

                       

 بالتالً:                 و      و           لٌكن : 2الحالة 

                

 بالتالً:      و          لٌكن : 3الحالة 

         

 : ثلاثة زمر تبدٌلٌةحدى تماثل إفإنها  ،زمرة تبدٌلٌة  إذا كانت  ٌبرهن أنإذن هذا 

             ،           ،     . 
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 .8غٌر تبدٌلٌة رتبتها   فرض أن الزمرة : بثانٌا

فإن رتبة كل  ، قسم رتبة الزمرة ٌجب أن ت  صر فً الزمرة كل عن رتبةبما أن      

  ، بما أن الزمرة 8أٔ 4أٔ  2باستثناء العنصر المحاٌد تكون إما   عنصر فً الزمرة 

من المعاكس الإٌجابً للمبرهنة )كل زمرة دورٌة ، وبالتالً فإنها غٌر دورٌة، غٌر تبدٌلٌة

 .8رتبته  لا تحتوي على عنصر   الزمرة ٌؤدي إلى أن هذا و ،تكون تبدٌلٌة (

وبالتالً من  ،2باستثناء العنصر المحاٌد رتبته   وإذا كان كل عنصر فً الزمرة        

  كوِن أن  الفرض مع ناقضت، وهذا ٌزمرة تبدٌلٌة   ستنتج أن( 2ٌ-3-1المبرهنة )

| | إن بحٌث ،   ،    إذن هناك عنصر ، زمرة غٌر تبدٌلٌة             . 

〈 〉ن فرض أالآن ب   تكون زمرة جزئٌة دورٌة من الزمرة  {           } 

بما أن اتحاد المصاحبات ٌعطً كل و، 〈 〉   و     وإذا كان . مولدة بالعنصر

〈 〉  الزمرة   .    و   مولدة بالعنصرٌن  وبالتالً الزمرة ، 〈 〉  

  4رتبتها  2تحتوي على زمرة جزئٌة ناظمٌة من نوع   الآن من نظرٌات سٌلو، الزمرة 

 .     ،〈 〉  لكل   〈 〉      بالتالً   ،〈 〉ولتكن 

   بالتالً                             الآن      

|     |    .            أو         أن هذا ٌؤدي إلى و ،  

وهذا  ،تبدٌلٌة   وهذا ٌنتج أن الزمرة       فإن  ،       إذا كان      

إذن         وبالتالً  ،زمرة غٌر تبدٌلٌة  كوِن أن  الفرض مع ناقضتٌ

 .       ،         نٌٌالتال ٌٌنوٌمكن إعادة كتابتها على الشكل          

[〈 〉  ]بما أن                          ( فإن    3-6-1من المبرهنة ) بالتالً   

   〈 〉   .   لاحتمالات مختلفة  ةأربعهناك إذن  ،{           } 

| |هذا ٌؤدي إلى أن و       تإذا كان  (1   . 

|  |هذا ٌؤدي إلى أن و       تإذا كان (2  | | | |وبالتالً          ، 

 .     زمرة غٌر تبدٌلٌة إذن   فرض كون أن الوهذا ٌتناقض مع 
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| |وهذا ٌؤدي إلى أن         تكانإذا  (3   . 

|  |وهذا ٌؤدي إلى أن             تإذا كان (4  |   | وبالتالً     

| |  .     زمرة غٌر تبدٌلٌة إذن   فرض كون أن الوهذا ٌتناقض مع  ،  

| |ستنتج أن ٌ الاحتمالاتومن هذه       | |أو      | |. إذا كانت         

| |و        و  : لآتًكا  عناصر الزمرة للاحتمالٌة وهذا ٌعطً     

  {       | |     | |            } ستنتج أن ومن هذا ٌ    

    . 

| |وإذا كانت     | |و        دٌناول        فإن ،   وهذا     

 :لآتًكا  لعناصر الزمرة لٌعطً احتمالٌة 

   {       | |                } ستنتج أن ومن هذا ٌ    

    . 

 .      أو      تماثل فإنها  ،زمرة غٌر تبدٌلٌة  إذا كانت  ٌوضح أنهوهذا  

 4فقط من الرتبة  ٌنلها عنصر   ، لأن الزمرة        ضح أن مما سبق ٌت     

أي أن  ،  و  ما عدا  4كل عناصرها من الرتبة    ، والزمرة    و   وهما 

 . 4لها ستة عناصر من الرتبة    الزمرة 

 (Axler & Ribeb , 2007; Hungerford, 2003) (5-3مبرهنة )

حدى زمرتٌن إفإنها تشاكل  ،زمرة تبدٌلٌة  إذا كانت  .12زمرة رتبتها   لتكن    

   تماثل فإنها  ،زمرة غٌر تبدٌلٌة  وإذا كانت ،         ،       تبدٌلٌتٌن

 .   أو    أو 

 البرهان 

 .12 زمرة تبدٌلٌة رتبتها  فرض أن بأولا : 
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الضرب تماثل أن كل زمرة تبدٌلٌة من المبرهنة الأساسٌة للزمر التبدٌلٌة المنتهٌة    

 الآتً: من الزمر الدورٌة التً على الشكلالمباشر 

   
      

        
   

 ،أعداد صحٌحة موجبة   ، ة لٌس من الضروري أن تكون مختلفةأعداد أولٌ    إن حٌث

 : هناك حالتٌنبذلك ٌكون 

 : أي أن            ،           ،          :       1الحالة 

                       

 : أي أن     ،      ،      ،      :     2الحالة 

                

 زمرتٌنال حدىماثل إفإنها ت، 12رتبتها زمرة تبدٌلٌة   إذا كانت  هوهذا ٌوضح أن

 تبدٌلٌتٌن:ال

              ،        . 

 .12زمرة غٌر تبدٌلٌة رتبتها   فرض أن ثانٌا : ب

| |  بما أن       وبالتالً من تطبٌق نظرٌات سٌلو كما فً المثال  ،        

حدى ولتكن إ ،3رتبتها  3تحتوي على زمر سٌلو جزئٌة من نوع   ( أن الزمرة 2-2-2)

| |فئٌ  ،Pهذه الزمر  حؤثش عهٗ انًدًٕعاث انًصاحبت انٛسشٖ  Gإرا كاَج  .  

          ، ْٔزا ٚؤد٘ إنٗ أٌبٕاسطت انضشب انٛساس٘     نكم        ٔنخكٍ 

 | |  [   ]  
  

 
( فئَّ ٕٚخذ حشاكم 6-8-1ٔبانخانٙ يٍ انًبشُْت )،   

ٔبانخانٙ   يحخٕاِ فٙ يٍ ْزا انخشاكم انخٙ حكٌٕ َٕاة انخشاكم انُاحدت        

 .{ }       أٔ  { }       
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 دانت  حكٌٕ     ( انذانت8-7-1ٔبانخانٙ يٍ انًبشُْت ) ،{ }       إرا كاَج     

ْزا ٚؤد٘  ،دانت أحادٚت   ٔبًا أٌ    صيشة خضئٛت يٍ            ، بًا أٌ أحادٚت

   ، وتوجد زمرة جزئٌة وحٌدة من 12سحبخٓا    حكٌٕ صيشة خضئٛت يٍ      إنٗ أٌ 

 .     وبالتالً    وهً  12ورتبتها 

  بما أن نواة التشاكل تكون ناظمٌة هذا ٌؤدي إلى أن  { }       وإذا كانت 

، وبما تكون وحٌدة 3سٌلو جزئٌة من نوع  تكون زمرة  بالتالً و ، تكون ناظمٌة فً 

تحتوي على   ، إذن الزمرة ة جزئٌةأن الترافق من الزمر الجزئٌة ٌكون كذلك زمر

( 6-8-1لمبرهنة  )ومن ا ، حدى هذه العناصر ، ولٌكن إ3عنصرٌن من الرتبة 

، وبما أن كل العناصر المترافقة من    تساوي عدد العناصر المترافقة مع [       ]

[       ]هذا ٌؤدي إلى أن   ،3رتبتها    [       ]أو       وبالتالً    

|    | |    |أو       .بالترتٌب   

| |بحٌث          فإنه ٌوجد عنصر ،كوشًمبرهنة وفً كلا الحالتٌن من     ،

،  ولٌكن هذا العنصر  6لنحصل على عنصر رتبته   فً   وٌمكن أن نضرب العنصر 

| |و      أي أن   تحتوي  〈 〉ولتكن   ، الزمر الدورٌة المولدة بالعنصر   

[〈 〉   ]ولهذا ٌكون  عناصر، 6على  تكون زمرة 〈 〉 هذا ٌؤدي إلى أن  ،  

   بالتالً و 〈 〉   و  〈 〉  بحٌث     إذا كان  ، جزٌة ناظمٌة من 

|     |، وبما أن 〈 〉       |     |هذا ٌؤدي إلى أن  | |   وبالتالً   

ٌؤدي هذا         ، ولكن إذا كان             أو           

             وبالتالً  ،       إذن  ،زمرة تبدٌلٌة وهذا تناقض  إلى أن 

 .      وٌمكن إعادة كتابتها على الشكل                

 :احتمالات مختلفة ةلها ست 〈 〉   الآن 

| |أن ٌؤدي إلى هذا       تإذا كان (1 | |،      أن  ، وبما   إذن    

 .     متحقق وبالتالً    تعرٌف 

|  |، فإن      تإذا كان (2 | |هذا ٌؤدي إلى أن و | |  وهذا ٌناقض  ،   

 .     زمرة غٌر تبدٌلٌة وبالتالً   كون  
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الطرفٌن فً  وبالضرب                 فإن  ،     إذا كانت  (3

ٌؤدي إلى أن وهذا       وبالتالً       ٌحصل على من الٌسار     

| |  .      وهذا تناقض وبالتالً    

| |و ،      أن بما و ،     إذا كانت  (4 متحقق    إذن تعرٌف    

 .    وبالتالً 

وبالضرب  الطرفٌن فً                  فإن  ،     إذا كانت  (5

أن ٌؤدي وهذا  ،      وبالتالً      حصل على من الٌسار ٌ    

| |  .      وهذا تناقض وبالتالً    

|  |فإن ،     إذا كانت  (6 | |هذا ٌؤدي إلى أن و |  |  وهذا ٌناقض     

 .      إذن  ،زمرة غٌر تبدٌلٌة  كون 

حدى الزمر إ ماثلفإنها ت ،12زمرة غٌر تبدٌلٌة رتبتها   هذا ٌوضح أن إذا كانت و  

 .  أو    أو    الأتٌة 

  .    متماثلاتغٌر      و    و    ( أن الزمر 2-7-1) ( و1-7-1واضح من المثالٌن )

                   ∎ 

  (Gallian, 2012; Stearns, 2015)(  6-3)مبرهنة

لا تقسم   و    أعداد أولٌة و بحٌث    و  حٌث    زمرة رتبتها   إذا كانت 

 .     فإن  ،     

. ولكن    ، وبالتالً فهً تماثل تكون دورٌة  ( الزمرة 1-2-3-2من المبرهنة )

 (.  1-2-3-2ختلف عن البرهان الموجود فً المبرهنة )ٌستخدم هنا برهان  سن

 البرهان 

| | بفرض أن  ستنتج أن  ٌ (1-2-3-2)المبرهنة فً  سٌلو بتطبٌق نظرٌات ه، فإن   

تكون وحٌدة ولتكن   عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع ، وبالتالً     و      

تكون   عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع ، أٌضا )وبالتالً فهً دورٌة(  ورتبتها   
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( الزمرتٌن 2-1-3-2المبرهنة )، ومن )وبالتالً فهً دورٌة (  ورتبتها   وحٌدة ولتكن 

 ، و   تكون زمرة جزئٌة من     وبما أن  ، زمر جزئٌة ناظمٌة من   و   

                        ٌجد أن  (4-3-2ومن المبرهنة ) .      فإن ومن مبرهنة لانجرانج 

|  |  | || |   ، وبما أن     وبالتالً      ، وبما أن | |    

  رٌة رتبتها تكون زمرة دو  ، وأٌضا الزمرة     وبالتالً   زمرة دورٌة رتبتها 

 هذا ٌؤدي إلى أن( متحققة و11-7-1شروط المبرهنة )، وبالتالً     إذن 

             .∎ 

 ( 4-3مثال )

| |زمرة بحٌث   إذا كانت  تطبٌق المبرهنة بوبالتالً  ،      ، بما أن    

مع متماثلة ومنها نستنتج أن هناك زمرة واحده تكون     ،    السابقة نجد أن 

 .      وهً بالتحدٌد  15كل الزمر من الرتبة 

   ... 91، 77،87، 69 ،65 ،51 ،35، 33من الرتب الأتٌة :  زمرالكل لوبنفس الطرٌقة 

 ∎  . تماثلهالكل رتبة هناك زمرة واحدة 

م هذا الفصل بأخر تطبٌق لنظرٌة سٌلو فً تصنٌف الزمر المنتهٌة التً رتبتها تختٌ  

ربط ، هنا سن          و     ن و عددان أولٌا  ،    إن حٌث    

 . على تصنٌف هذه الزمرةنظرٌات سٌلو بمبرهنات أخرى أساسٌة لنحصل 

 (7-3مبرهنة )

        ،   ن و عددان أولٌا   و  حٌث     زمرة رتبتها   Gإذا كانت

 .        أو        الزمرتٌن حدى إتماثل فإنها ،           

الأساسٌة للزمر تكون تبدٌلٌة، فإن من المبرهنة   ( الزمرة 1-3-3-2من المبرهنة )

. ولكن         أو        حدى الزمرتٌن تماثل إ   التبدٌلٌة الزمرة

  .(1-3-3-2سٌستخدم هنا برهان مختلف عن برهان المبرهنة )
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 البرهان

| |فرض أن ب    ستنتج أن ٌ( 1-3-3-2)تطبٌق نظرٌات سٌلو فً المبرهنة ب هفإن،     

تحتوي على زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة   أن الزمرة ٌؤدي إلى هذا و     ،    

.   رتبتها   تحتوي على زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة من نوع و ،  رتبتها   من نوع 

من توي علً زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة تح  الزمرة ( 2-1-3-2من المبرهنة )وبالتالً 

وبما أن  ،  ولتكن   وتحتوي على زمرة سٌلو جزئٌة ناظمٌة من نوع   ولتكن   نوع 

| |     ،| | ، وبما تكون زمرة دورٌة  تكون زمرة تبدٌلٌة  و   وبالتالً    

،        لانجرانج مبرهنة، ومن  و   تكون زمرة جزئٌة من     أن 

|  |( 4-3-2المبرهنة ) بالتالً منو  | || |      ، وبما أن | |    

زمرة   وبما أن  .    فإن  ، qزمرة دورٌة رتبتها    ، وبما أن     إذن 

           أو      مبرهنة الأساسٌة للزمر التبدٌلٌة من ال،فإن   رتبتها تبدٌلٌة 

   ( متحققة وبالتال11ً-7-1المبرهنة ) شروط، وهذا ٌؤدي إلى أن        

 ∎.              أو           

 (5-3مثال )

| |زمرة بحٌث   إذا كانت  ،     ،     ،       ولٌكن ،        

أن هناك زمرتٌن من الرتبة  الً بالتطبٌق المبرهنة السابقة ٌتضحوبالت          

و أ        وهً بالتحدٌد  45تكون متشاكلة مع كل الزمر من الرتبة  45

         .∎ 

 .16أقل من تصنٌف الزمر التً رتبتها ٌبٌن الجدول التالً 
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 .16( ٚبٍٛ خذٔل حصُٛف انضيش انًُخٓٛت انخٙ سحبخٓا أقم يٍ 1-3خذٔل )

 رتبة الزمرة التبدٌلٌةالزمر  تبدٌلٌةغٌر  الزمر

 { } 1 

    2 

    3 

           4 

    5 

       6 

    7 

       
           

         

8 

           9 

        10 

     11 

             
       

         

12 

     13 

        14 

      15 
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 ـــلاصــــــــــــــــــــــــتالخ

نظرٌات سٌلو الأولى والثانٌة ة للزمرة، وتناولت هذه الدراسة المفاهٌم الأساسٌ     

كوشً وتأثٌر الزمرة على برهان هذه النظرٌات باستخدام مبرهنة وتم  ،الثالثةو

ر تمٌٌز زم: ت نظرٌات سٌلو ومن هذه التطبٌقاتوتناولت أٌضا بعض تطبٌقاالمجموعة، 

سٌلو الجزئٌة الناظمٌة، وتمٌٌز الزمر الدورٌة، وتمٌٌز الزمر التبدٌلٌة، وتمٌٌز الزمر 

هو تصنٌف وإلً الهدف المطلوب حتى تم الوصول ، وكل ذلك كان بالترتٌب البسٌطة

 نظرٌات سٌلو. ، وتم تصنٌف الزمر المنتهٌة باستخدام الزمر المنتهٌة

 :تها تكون على احدى الصور التالٌةوصنفت هذه الدراسة الزمر المنتهٌة التً رتب     

 .الزمرة التً رتبتها عدد أولً .1

 . عدد أولً  حٌث    الزمرة التً رتبتها  .2

 .عدد أولً  حٌث    الزمرة التً رتبتها  .3

 .   لا تقسم   ،     ، عددان أولٌان     حٌث    الزمرة التً رتبتها  .4

 .          و     ن و عددان أولٌا  ،   حٌث     زمرة رتبتها  .5

 .8الزمرة التً رتبتها  .6

 .12الزمرة التً رتبتها  .7

  :راسة إلً مجموعة نتائجوتوصلت هذه الد

  وأن نظرٌة سٌلو  أن نظرٌة سٌلو الأولى توضح وجود زمر سٌلو الجزئٌة من نوع ،

، وأن نظرٌة تكون مترافقة  الثانٌة توضح أن أي زمرتٌن سٌلو جزئٌتٌن من نوع 

، من زمرة معطاة  عن عدد زمر سٌلو الجزئٌة من نوع  سٌلو الثالثة تعطً معلومات

تصنٌف الزمر  هذه المعلومات عن زمرة معطاة استخدمت للوصول إلىوكل 

 . المنتهٌة

 الناظمٌة تكون وحٌدة. زمرة سٌلو الجزئٌة 

  قوى تحتوى على زمرة جزئٌة ناظمٌةرتبة الزمرة التً ٌمكن وضعها على شكل. 

  .الزمرة التً تحتوي على الأغلب زمرة جزئٌة واحدة من كل رتبة تكون دورٌة 
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 كانت لها زمرة سٌلو جزئٌة وحٌدة الزمرة تكون غٌر بسٌطة إذا. 

 نٌف الزمر المنتهٌة التً الدراسة هو تصهذه  إلٌها تومن أهم النتائج التً توصل

 ، وتصنٌف الزمر التً رتبتها تنطبق على الصور السابقة.16أقل من   رتبتها

لا تنطبق على وتوصً هذه الدراسة بالبحث فً تصنٌف الزمر المنتهٌة التً رتبتها       

كما توصً أٌضا بالبحث فً تصنٌف الزمر المنتهٌة البسٌطة  ،احدى الصور السابقة

 .البسٌطةباستخدام مبرهنة تصنٌف الزمر المنتهٌة 
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       Therefore, this study reached a set of results, most notably: 

 The first Sylow theorem states that there are Sylow p- subgroups, 

as the second Sylow theorem states that any two Sylow p- 

subgroups are conjugate, and the third Sylow theorem tells us 

about the number of  Sylow p- subgroups of a given group, and 

all this information about a given group assisted me to classify 

finite groups. 

 The Sylow p- subgroup normal is unity. 

 The group’s order can be put into the form of powers that contain 

a non-trivial normal subgroup. 

     A group finite with at most one subgroup of any size is cyclic.                                               

 A group is not simple if it has a single Sylow subgroup. 

 The most important findings in this study are the classification of 

finite groups, which are order at last 16, and the classification of 

the finite groups that it was ordered apply to one of the previous 

concepts. 

        Therefore, this study recommends investigating the 

classification of finite groups whose order does not apply to one of 

the previous models or forms, also  recommends investigating the 

classification of simple finite groups using classification simple 

finite  group theorem. 
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Conclusion    

    This study provided the basic concepts of the group and Sylow’s 

first, second and third theories. These theories were proven using 

Cauchy’s theorem and action group on set. Furthermore, this study 

dealt with some applications of Sylow theories, including normal 

Sylow subgroup, non-trivial normal subgroup, characterizing cyclic 

group, characterizing abelian group, characterizing a simple group, 

all in order to reach the study’s main purpose, which is to classify 

finite groups using Sylow’s theories. 

     This study classified the finite groups, which were of order to one 

of the following forms: 

1. The group that was ordered   where   is a prime number. 

2. The group that was ordered    where   is a prime number. 

3. The group that was ordered    where   is a prime number. 

4. The group that was ordered by    where       are primes ,    , 

  does not divide    . 

5. The group that was ordered by     where       are primes , 

   ,              . 

6. A group of order 8. 

7. A group of order 12. 
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ABSTRACT  

     This research project specifically focused on the basic concepts 

of the group, as all this was done in order. In addition, This study 

introduces the first, second and third Sylow theories and present the 

proof of these theories in detail using Cauchy’s theorem and group 

action on set . Moreover, this study aims to illustrate some 

applications of Sylow theories, such as normal Sylow subgroup, 

non-trivial normal subgroup, characterizing cyclic group, 

characterizing Abelian group, characterizing a simple group. All 

these objectives lead us to the study’s primary purpose, which is to 

classify finite groups using Sylow’s theories .  

In this study, the descriptive-analytical method was used and the 

information was collected through a general search in the 

information sources. Thus, this study reached the most important 

findings, which are:  

 The Sylow p- subgroup normal is unity. 

 The group’s order can be put into the form of powers that contain 

a non-trivial normal subgroup. 

 A group finite with at most one subgroup of any size is cyclic.                                               

 A group is not simple if it has a single Sylow subgroup. 

 A classification of finite groups, which are order at last 16. 
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