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  الشكر والتقدیر

ب��ه ال�ل� وال�ل��ت وله الأس�اء ال���ي  -ال��� الله ال�� له الع�ة وال���وت 

در فلا �ع��ه القا ت�ه�ه ال���� أو ما ����ه ال���تفلا �ع�ب ع�ه ما  .ال�وال�ع�ت الع

الا واس�ع��نا ف�ها أج� أن�أنا م� الأرض ن��اً  في ال��اوات والأرض ولا �ف�ت ءشي

 م�اً و��� ل�ا م�ها  أرزاقا وق��اً.أو 

لی ص ال��ي الع��ي ال����ب في ال��راة والإن��ل وال�لاة وال�لام على س��نا م���

  الله عل�ه وعلى آله وص�اب�ه أج�ع�� و�ع�

ف����ا ت��ف� ��ارات ال��� وال�ق�ی� وت��اخل ح�وف ال��اء والام��ان وع��ما �ع�� 

الل�ان ع� ال�ع��� فلاب� أن یل�ح في أف� ال�عاني ون��اس الع�اء وخل�ات ال��ح 

  العل�ي ال�امخ

أج�ل ��ارات ن��ها القل� وس��تها أقلام ال��� والع�فان ل� دام ع�ك ودام ع�اؤك 

فأن� س�اج العل� ی��� ع��ة ال���� وفي ه�ه  ال����ر علي ف�ج ف�حات�ا اس�اذ� 

ت��ی�اً لعه� الع�اء ال����� والع�ل ال�ؤوب للإعلاء ���ح العل� ال��اس�ة ال�ي أراها 

دون ت�انٍ أو تق��ٍ� أك�ر ل� ال��� وال�ق�ی� وأرج� أن أك�ن ع�� ح�� ��� في ه�ا 

  ال��ال العل�ي ال�ائع.

رات ال�فاء ا��ف� أس�تي الغال�ة أه���� �ل ��إلى ��� الع�اء ال����د ونه� ال�فاء ال�

بلانها�ة أه���� أغلى معاني ال��� م��لة على أم�اج ال�ق�ی� ل�� م� والع�فان ال���� 

أع�اق قل�ي ت��ة ح� وام��ان لا ت��ع لها مف�دات اللغة ول��ها م���رة �قل�ي مغ�وسة 

 ل� �ل ال�� أس�تي الغال�ةفي ح�ا�ا روحي م���ة في �ل زاو�ة م� زوا�ا ح�اتي 

  وال�ق�ی�.

ا ال�اض� ال�� ی��و ��ف�ة ب��اء �����ي في ��ات ه�ه ال�ف�ات وم� خلال ه�

أن أخ� ف�ها ما أشاء أتق�م �أج�ل ��ارات ال��� والع�فان وأ�ه� معاني ال�� وال�ق�ی� 

أضاءا ش��ع ال���ح في ح�اتي ورس�ا  م�إلى وال�� ال���� ووال�تي ال���نة فه�ا 

  خ��� ال���ق�ل ال���ق في ���قي
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��ال�اس� عال����ر/ �ال�ل�ة ال�راسات العل�ا م���ث� أه�� ش��� وع�فاني ل�ئ��   

و�لى ذل� ال��ح الع��� ال�� ال���� ب�اخله أج�ل وأروع ال�رر  الغ��لم��� 

إلى �ل�ة العل�م �ال�امعة الأس���ة زل��� ، أه�� ش��اً ع���اً م� ال����  وال��جان

اض�ات و�لى رئ�� ق�� ال�� ال����ر/ خل�فة الفل�سوأخ� �ال��� ع��� �ل�ة العل�م 

ج��ع أع�اء و�لى  ح��دة أح�� ال����ر/م��� و�لى م��� م�ع�د الأرق�الأس�اذ/ 

ه��ة ال��ر�� م� أس�اذات وأسات�ة ومع��ات �ق�� ال��اض�ات ش��� وتق�ی�� ��ا لا 

�ف�ت�ي أن أتق�م �ال��� ال���ل أ��ا لل��ة ال��اق�ة وال��� على ت��مها �ق��ل م�اق�ة 

  ال�سالة ه�ه

لإخلاص بلا ح�ود  وح� في الله بلا مقابل لأمل في ال���ق�ل لقل�ب صا��ة وأ�اد    

� ا ل�� م�ي �اقة مأخ�اتي ال�ال�ات في ال�راسات العل� ،ل�وح ال��دة وال���ة داف�ة

  ال�ه�ر الع��ة

إلى ج��ع م� أسه� معي في إت�ام ه�ه ال�سالة ف�� ق�� ال���ح  وش��� ال�اص    

ي أه�� ل�� ج��عاً ه�ا الع�ل ال�� ما �ان ل��� ال��ر ل�لا ما ب�رت� م� عل� ب�اخل

وأغ�ق�� م� إح�اس وما أول��� م� رعا�ة إل��� ج��عاً ه�ه ال�ل�ات ال�ي خ�ج� م� 

  قل�ي ل��ل إلى قل���� وام��ج� ب�وحي ل����ج �أرواح��.

وأخ��ا اسأل الله أن ی�ارك في ه�ا ال�ه� ال���اضع و��عله عل�اً نافعاً وأن ���ن    

  خال�اً ل�جهه ال���� وأن ی�فع �ه ال�اح��� وال�اح�ات في ه�ا ال��ال.
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  ال�ل��

في ه�ا ال��� دراسة لع�د م� الأوراق ال����ة لغ�ض دراسة وت�قع سل�ك ال�فائح 

   لها الق�رة على مقاومة الان��اء.ال��ع�ة �الأل�اف ال�ي 

و���اد م���ات  )Shimpi and Ghugal )2001 ت� اس���ام دوال الازاحة م� ن���ة

الانفعال وم���ات الإجهاد ول�� في حالة أن الان��اء ال�اك� ل����ة م� ��قة واح�ة 

مع�ضة ل��ل ساك� على س��ها العل�� وم�ع�مة ب��ا�ة وذات أل�اف مقاومة لل��ي  

ك��اه�ة ج�ی�ة وت� ال��صل ل����مة معادلات تفاضل�ة وت� إ��اد درج�ي ال���ة 

�اة، وت� ال��صل ف�ها لل�ل ال��ل�ب و���اد ال��ائج الع�د�ة لها وت� ل�وال الازاحة ال�ع

  .)Farhat and Soldatos  )2015مقارن�ها ��ا ی�ا��ها في 

) Ferreira et al.  )2005 �مة في ال�رقة ال����ةت� اخ��ار دالة الازاحة ال����

ن في حالة أو���اد مای��ت� على ذل� م� م���ات الانفعال وم���ات الإجهاد وذل� 

ال����ة م� ��قة واح�ة وذات أل�اف مقاومة لل��ي ���اه�ة ج�ی�ة أخ�� وت� ف�ها 

ال��صل ل����مة معادلات ناف�� ال�فاضل�ة وال�����ة ح�ود لها علاقة �قابل�ة مقاومة 

 الأل�اف لل��ي وت� ف�ها إ��اد ال�ل له�ه ال����مة وح�اب درج�ي ال���ة ل�وال الإزاحة

  �اد ن�ائج ع�د�ة لها.ال�ع�اة و��
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Abstract 

In this research, a study of some research papers about investigating the behavior of 

plates reinforced with fibers which can resist bending. In the first conterbution of this 

research, the displacement functions have been applied in this study that was presented 

in the theory by Shimpi and Ghugal( 2001) for finding out strain and stress components. 

This application is in the case of static bending for one layer beam under static load on 

its upper surface and it is reinforced with fibers which can resist bending. The governing 

differential equations system has been produced. The degrees of freedom for the given 

displacement functions and the solution have been found. Numerical results based on 

the obtained solution have been presented and compared with their counterparts of the 

exact solution Farhat and Soldatos( 2015). In the second conterbution of this research, 

the displacement functions have been selected which were used in the research paper 

Ferreira et al.(2005) and what results of stress and strain components in the case of one 

layer plate with bending resistance fibers. Moreover, a system of Navir type differential 

equations  have  been  found  and  solved  including  terms  of  applicability  of  bending 

resistant fibers. 
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  ال�ق�مة

إن ن���ة ال��ونة ت�ه� ت��راً س��عاً م�� ال��ف الأول م� الق�ن ال�اسع ع�� ح�� 

        ��. ح�� قام لاغ�انج وج��مال���ان��اهاماً م� ف�وع  ف�عاً أص��� 

)Lagrange and Germain( .م�ائل ان��اء واه��از ال�فائح ال��نة ال���قة  ��ل

تأث�� الق��  ال�اتج ع� ه�ال���  قةوحل ال��ائل ال��عل اغةص� م� ال���� ت���� أص�ح

ال���� م� ال��ائل ال�ي واجه� ه�ا الف�ع  للع�د ان��  .ال�ارج�ة على الأج�ام ال��نة

كان لاب� م� ال��� في خ�اص ال��اد ال��نة ووضع الأس� .ال���ان��اال��ی� م� ف�وع 

أش�الها  في ه�ه الأج�ام أ� ال�غ��ات في هال��اض�ة ال�ي ت��ح ب�راسة ال��� لل����ة 

 (Navier)قام العال� الف�ن�ي ناف��ه  1825ففي عام  وذل� ت�� تأث�� الق�� ال�ارج�ة

�ات �ة ذل� ال�ق� وعلى ال��� �إص�ار ��� مع���اً على ال�ع��ات ال������ة ال���ف

ب��� م�ا�ه  (Jastrzebski)قام العال� ال�وسي �اس����ي  1937في عام و  ال�ق����ة،

ولق� وضع� ال��اد� الأساس�ة ل����ة ال��ونة م� ق�ل عل�اء ال��اض�ات  .ل��� ناف��ه

 و��شي  (Possion)و��اس�ن  (Navier)وال���ان�� الف�ن���� أم�ال ناف��ه 

(Cauchy)  ون��اً  ل�فاضل�ة الأساس�ة له�ه ال����ة.ال�عادلات ا وضع�ال�ی� 

ال��نة  م لله��سة وال����قات ال��ع�دة لل��ادز ل���ل�ات ال�ق�م ال����ل�جي ال���ع اللا

ه�ه ال���ل�ات أدّت إلى ال�اجة لأ��اث  .ت�ف�� ال��� ال��ی��ة اس���امها في م�ل

س���ا� ن���ات ر�اض�ة م� أجل ت���� في دراسة سل�ك ال��اد ال��نة وذل� لا

  .)2013،وه�يو  ال��شة( الع�اص� الإن�ائ�ة والآلات الق��ة

 ت���قاتخلال ال���ات الاخ��ة  (theory of elasticity )لق� شه�ت ن���ة ال��ونة 

هامة في حل ال��ائل اله��س�ة، ح�� ه�اك الع�ی� م� ال�الات ال�ي ل� تع�ها حقها 

، ول� ت����ع ت�و��ها  (strength of materials)ال��ق الاول�ة ل�قاومة ال��اد 

��عل�مات �ا��ة ومق�عة، و���ل خاص ���ا ی�عل� ب��ز�ع الاجهادات في الإن�اءات 
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ل�ا ل� ��� ه�اك س��ل س�� الل��ء إلى ��ق  (engineering structures)اله��س�ة 

   �قاومة ال��ادل وأسال�� ج�ی�ة وع�ل�ة م� ن���ة ال��ونة. فال����ة الأول�ة

)Strength of materials ل� ت�� �ا��ة لإع�اء ال�عل�مات ع� الإجهادات ، (

 )وق�ب م�ان� ال�فائح (Loads)ق�ب ال���لات  (Local stresses)ال��ض��ة 

supports of beams)  :ولق� ف�ل� أ��ا في حالات أخ�� م�ها م�لا  

في ال�ق�ع  (sharp variation )م�ألة ت��ی� الإجهادات في م�ا�� ال�غ��ات ال�ادة 

ح�� ��ه� ت���� عال في الاجهادات ���� أن ����  (beams )الع�ضي لل�فائح 

ات م��او�ة م�ا ی�ذ� إلى وخاصة إذا �ان الع��� خاضعاً لإجهاد (cracks)شق�قا 

  ت��ق وت��� أج�اء الآل�ات خلال ف��ة ع�لها.

إن م�ل ه�ه ال��ائل وم�ائل أخ�� لا ���� حلها إلا ���ق ن���ة ال��ونة ال�ي 

وأخ�� تق����ة  (experimental methods)اس���م� ��قاً ت�����ه 

(approximate methods)  ع�ل�ة هامة أك�� ت��راً م�ا أد� إلى حل ع�ة م�ائل

  .)2013،وه�يو  ال��شة(كان سا�قاً حلها ص��ا ج�اً 

وم� دون أدنى ش� إن ن���ة ال��ونة ق� أخ�ت �ع�� الاع��ار تأث��ها على ال����� 

ال��ی� لأج�اء الآلآت وق� ساع�ت في ���� م� ال�الات على ت���� وت���� 

     ع��ها ال�ق�ق الإن�اءات وذل� ��عال�ة ال�قا� ال���فة ال�ي ���� أن ت��ث 

  ).2013وه�ي،و (ال��شة 

ص���ة ر��قة ن��اء ات�رس م�ألة كان� ) kirchhoff )1850 ال�ع�وضة ����ةالفي 

  م�نة م��ان�ة ال��اص وتع��� ه�ه ال����ة على الف�ض�ات ال�ال�ة:

�� ال������ة وضع ال�� ی�قى س�� ال����ة ب�ون تغ��� أث�اء تغ�� في ال��ل و��ل�

الع��د�ة على ال����� ال���س� ق�ل ال�غ�� في ال��ل ت�قى م�����ة وع��د�ة أث�اء 
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ا في ن���ة ت ت��ن مف��ضة أ��وه�ه الف�ض�اال��ل �ع� ان��اء ال����ة.  ال�غ�� في

وال�ي أن��� خلال ت��ر ما  Euler-Bernoulli Beam Theoryو��ن�لي  �لأو�

وال�ي ع��ها �ان ال����ل ال�ارجي  1888س�ة  ���Classical beam theoryى 

  .��q=q(x)ع�ى  xدالة في  qال�ف��ض 

�و� ��) ت� إ��اد ال�ل الفعلي ل��ألة ان��اء ال����ة Pagano )1969 في ن���ة

وال�ي �ان� ع��ها )  �Simply supported)Simplyا�ة ح��ة ت��ى دع� ب�

 Soldatos ن���ةأ� معامل ال��ونة ال�� �ه� في  ))اومة لل��يقغ�� م((الأل�اف م�نة 

  .0fd=) ه� 2009(

ث� �ع� ذل� �ه�ت الع�ی� م� ال����ات ال�ق����ة وال�ي اس���م� ال�ل الفعلي ال��ار 

زال ولا  وق� اس���م ه�ا ال�ل ال����ات إل�ه ل�ع�فة ومعای�ة م�� دقة ن�ائج ه�ه 

 ولل���� م� ال�عل�مات ���� الا�لاع ث��ل م��ف ب�اس�ة الع�ی� م� ال��ا�����م �

 :على ال���ث ال�ال�ة

(CholandjParmerter,1993;Disciuva,1986;Discuva,1992;Heucr 

1992;Lee et al.,1994;Li and Liu,1995;Savoia,1995;Lu and 

Liu,1992;Noor and Burton,1996;Ping et al.,1994;Reddy,1984; 

Shimpi and Ghugal,1997;Soldatos,1992;Soldatos and 

Waston,1997;Touratier,1991) 

 

�اف داخل ل� الإه��ام �ف��ة الأت) Spencer and Soldatos )2007 في ن���ة

  ال����ة في حالة أن الأل�اف مقاومة لل��ي و��ل� مقاوم�ها للإس��الة ولل�وران.
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وه� أول م� اه�� ����أ مقاومة الأل�اف لل��ي  Soldatosاه�� ال�اح�  2009في س�ة 

ح�� وردت في ه�ه ال����ة ���ل ن��� ول�� ت���قي معادلات الإت�ان في حالة 

  .أو الفعل�ة ول�� ب�ون إ��اد ال�ل�ل ال�ق����ةال���ة ال���ن ومعادلات 

 ��ة �ح�� أن م��أ مقاومة الأل�اف لل��ي لقي اه��ام الع�ی� م� ال��اث وت�ج� أوراق �

  ته�� به�ا ال���أ. ن��ت م�خ�اً 

) ته�� ب�راسة الان��اء والاه��از Farhat and Soldatos )2015 ال�رقة ال����ة

ال�ق�� �أل�اف ) Simply Simply Supported( م�ع�مة ب��ا�ةل����ات ال�فائح 

و�ع� إ��اد ه�ا ) (Exact  Solutionي لمقاومة لل��ي وال�ي أه� ن�ائ�ها ال�ل الفع

ال�ل الفعلي لازال �����م ل�عای�ة دقة ال��ائج ال�ق����ة في حالة أن الأل�اف مقاومة 

 ل����ل عل�هان�ائ�ها �ال��ائج ا لل��ي ح�� ���ا م�ى �ان� ال����ات ال�ق����ة تقارن 

في حالة الأل�اف م�نة ون��ا لأه��ة م��أ مقاومة الأل�اف  �Paganoال�ل الفعلي 

�ي ن��ت وال�ي ته�� به�ا ال���أ ال ةوراق والأع�ال ال����� م� الألل��ي فإنه ی�ج� الع�ی

            ال����ر في )exact solution(ح�� قارن� ن�ائ�ها �ال�ل الفعلي 

)Farhat and Soldatos,2015.(  

) ت�رس اس���ام م�ال الازاحة Farhatand  Soldatos )2016 ال�رقة ال����ة

�ضة مع سل�ك ص���ة م�نة مق�� �أل�اف تقاوم الان��اء) ل�راسة Reisser( ))ر����((

  .ل��و� ح��ة م���عة

ت�رس ن���ة أو�ل� و��ن�لي ه�ه ال�رقة ) Farhat and Gwila )2017ال�رقة ال����ة 

Euler-Bernoulli Beam Theory مع�ضة  أن الأل�اف تقاوم ال��ي حالة في

  .ل��و� ح��ة م���عة
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�ال����ة في حالة أش�ال ��و�ة تقاوم ال��ي  )Soldatos )2020ته�� ال�رقة ال����ة 

  �الـ�ـ�ـ�لح ال�ــالـي ��و� ــاد لل��ء الـــات الإجهــي م���ـلاف فـ�ـه الإخــة أوجــودراس

 )The Spherical part of the couple stress (  

 لا�ة ان��اءم�اولة ل��� وفه� تأث�� مقاومة وص )Aydogdu etal. )2021في ورقة 

  غ�� م�نة ت�اماً.�رجة ذات أل�اف �ال����ة م الأل�اف في حالة أن

ت� الاه��ام ����أ مقاومة الأل�اف لل��ي وذل� �أخ� أح� ال����ات  ل�راسةا هوفي ه�

ال�ق����ة ال�ي �ان� تقارن ن�ائ�ها �ال�ل الفعلي في حالة أن الأل�اف م�نة أ� ب����ة 

pagano )1969 (و�����ة في حالة الأل�اف ال��نة Farhat and Soldatos 

 س�ف ی�� مقارنة ال��ائج �ال�ل الفعلي) في حالة الأل�اف ال�ي تقاوم ال��ي 2015(

)exact solution ل�ع�فة ال�قة و��ل� مقارن�ها ب�ع� ال����ات الأخ��.) وذل�  

                            Soldatos ال��� ب�� ال�رق��� ال������� �راسةال هی�� في ه� س�ف

 Shimpi and  ةح�� أنه م� ن��� )2001( Shimpi and Ghugalو  )2009(

Ghugal )2001 (س�ف ی�� اس���ام دوال الازاحة                             

)Functions The Displacement(  ول�� في حالة أن الأل�اف مقاومة لل��ي

و��ل� س�ف ی��  )Soldatos )2009 وت���� معادلات الات�ان ال����رة في ن���ة

            ) م� ن���ةFunction The Displacementاخ��ار دالة الازاحة (

Ferreira et al. )2005 في حالة أن ص���ة م�نة ذات أل�اف مقاومة لل��ي (

  .)Soldatos,2009لات الات�ان ال����رة في ن���ة (وت���� معاد

وق� ت� في ه�ه ال�راسة ع�ض �ع� الأوراق ال����ة ل����ة ال��ونة و����ة إ��اد 

(درجات ال���ة) أ� م���ات دوال الازاحة ال�ف�وضة ���لها العام ال���لف في �ل 

ه�ا  ن الع�ل فين���ة وما ی��ت� عل�ها م� انفعال و�جهاد ومعادلات الإت�ان وس��� 
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م� ��قة واح�ة مق�اة �أل�اف مقاومة  (Beams)ال��� على صفائح في ش�ل ق��ان 

  للإن��اء (ال��ي).

و����ل ه�ا ال��� على خ��ة ف��ل ح�� ی��اول الف�ل الأول �ع� ال�فا��� 

الأساس�ة ل����ة ال��ونة أما الف�ل ال�اني ف����� تأث�� مقاومة الأل�اف ع�� ان��اء 

ال����ة في ن���ة ال��ونة ثلاث�ة الأ�عاد و��ل� ����� على �ع� ن���ات ال��ونة 

) وأث� مقاومة الأل�اف لل��ي ل�یها، و���اد D - 1) وأحاد�ة ال�ع� (D-2ث�ائ�ة ال�ع� (

حل�ل فعل�ة وذل� م� خلال دراسة ما له علاقة ���ض�ع ه�ا ال��� ل��ائل ال����ة 

  م ال��ي.ال��نة ال�ق�اه �أل�اف تقاو 

 Shimpi and Ghugal أما الف�ل ال�ال� فه� دراسة ل����ة ت��ة الق� ال��ل��ة

) و���ع�ض دوال الازاحة لها وما ی��ت� عل�ها م� انفعال و�جهاد ومعادلات 2001(

  الات�ان .

وذل� م� خلال ال��� ب�� ن���ة  ی��اول الف�ل ال�ا�ع ال��� ب�� الف�ل ال�اني وال�ال�،

) ون���ة ال����ة ال��نة ال�ق�اه Shimpi and Ghugal )2001  �ةالق� ال��ل�

مع���ی� على معادلات الات�ان  (Navier)�أل�اف تقاوم ال��ي و��ل� اس���اج معادلات 

وال�����ة ح�ود لها علاقة �قابل�ة مقاومة الال�اف لل��ي و��ل� إ��اد حل ل����مة 

� د ال��ائج الع�د�ة لها في حالة ال�عمعادلات تفاضل�ة ال�ي ت� ال���ل عل�ها و���ا

  (Simply Simply Supported) ب��ا�ة

أما الف�ل ال�ام� ف����� تأث�� مقاومة الأل�اف لل��ي على ص���ة م�نة م� ��قة 

               واح�ة وذات أل�اف مقاومة لل��ي وذل� �اخ��ار دالة الإزاحة     

)The Displacement Functionل�����مة في ن���ة    ) ا               

Ferreira et al. )2005 و���اد مای��ت� على ذل� م� م���ات الانفعال وم���ات (
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الإجهاد وص�لاً إلى م���مة ال�عادلات ال�فاضل�ة وال�ي ت���� على ح�ود لها علاقة 

ها في حالة ل��قاومة الأل�اف لل��ي و���اد ال�ل له�ه ال����مة وح�اب ال��ائج الع�د�ة 

دع� ال����ة ب��ا�ة وم�اق��ها ومقارن�ها �أوراق ����ة وس�ف ی�� مقارنة ال��ائج 

  ال����ل عل�ها في ه�ا الف�ل والف�ل ال�اب�.

  س�ف ی�� ذ�� خات�ة لل��� وخات�ة نها�ة �ل ف�ل.
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  مق�مة -1.1

  ت�ق�� ال��اد م� ح�� قابل��ها لل���ل إلى ثلاث أن�اع عامة صل�ة وسائلة وغاز�ة.  

الأج�ام ال�ي ت�ج� في ش�ل مع�� ولا ت���ل ���ل الإناء  �ق�� �ال��اد ال�ل�ة هي

  �ال��اد ال�ائلة م�لا. ت�ضع ��هال�� 

وت�ق�� الأج�ام ال�ل�ة إلى ن�ع��: ال��ع الأول م�ها ���ى �الأج�ام ال�اس�ة 

وهي الأج�ام ال�ي لا ت�غ�� ش�لها أث�اء س��نها أو  (rigid bodies)"ال���اس�ة" 

  .عل�ها خارج�ة ح���ها ت�� تأث�� ق�� 

وهي ال�ي ت�غ��  (elastic bodies)أما ال��ع ال�اني م�ها ����ى �الأج�ام ال��نة 

ش�لها  ���ات س�اء �ان� خارج�ة أم داخل�ة وت��عثأش�الها وأح�امها ت�� تأث�� م� 

  �ات .ثوح��ها الأصل��� ب�وال ال�� 

� الق�� ب�� ج���اتها ال���لفة لا ت�غ�� ت�� تأث� ال���اس�ة �أن ال��افةت���� الأج�ام 

ة ���لها الأصلي، ول�� م� ال�اح�ة العل��ال�ارج�ة ال��ث�ة عل�ها و�ال�الي ت��ف� 

��ل أ�ة ق�ة خارج�ة، فإذا �ان ه�ا ال�غ�� في ال تعاني تغ��اً ما في ش�لها ����د تلاشي

.  ل���لقابل لنه �قال إن ال��� ���فاً أم�� إه�اله واع��ار ال��� م��اس�اً والا فإ

وأما  �ن منه ج�� �أ �قالو�ذا اس�عاد ال��� ش�له الأصلي ع�� زوال الق�� ال�ارج�ة 

��ى في عل�ه فإنه � ل �ع� زوال الق�� ال�ارج�ةفي ال���� �ال�غإذا اح�ف� ���ء ما 

  .)2003ال�����،و  (م�ل�د (plastic body) ل�ن ه�ه ال�الة ج��
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 .)2003م�ل�د وال�����،( ال�ع��فات الأول�ة ل����ة ال��ونة�ع�  - 2.1

   (Elasticity)ال��ونة 

إن ه�ه ، فه خارج�ة على ج�� ما ���� ��ل ه�ا ال��� ساك� في م�ان إذا أث�نا �ق�ة

اس��جع  افإذا مالق�� غال�اً ما ت��ث تغ��اً في أ�عاد ال��� أو ش�له ال�ارجي وح��ه، 

نق�ل �أنه ج�� م�ن، و�ذا ل�  وح��ه الأصلي �ع� زوال ه�ه الق��  ه�ا ال��� ش�له

  .���ع�� ش�له ولا ح��ه ف�ق�ل �أن ه�ا ال��� ع��� ال��ونه أ� ج�� ل�ن 

   (Elastic limit)ح� ال��ونة 

  ال��ونة. خاص�ة�ها ال��� في فق� �عهي ال�ق�ة ال�ي ی��أ 

 (Stress)الإجهاد 

ع��د�اً على وح�ة ال��احة وتع�ل على تغ��� ش�له في الأج�ام ه� الق�ة ال��ث�ة 

,ال��نة وم� ال�م�ز ال�����مة له ال�م� ,ij ij ijt     

  الإجهاد= الق�ة الع��د�ة / ال��احة و�ال��م��

Stress=F  /A  

   2N/m       2( Dyne/ cm(وح�ة ��اس الاجهاد هي 

 Strain)(الإنفعال 

  ه� ال���ة ب�� ال�غ�� ال�ادث في الأ�عاد و��� الأ�عاد الأصل�ة 

  = ال�غ�� في ال��ل / ال��ل الأصلي و�ال��م�� ال��لي الإنفعال

Longitudinal Strain =    L/L  

  أو
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  :(Shear strain)الانفعال الق�ي "الع�ضي" 

  ه� ال���ة ب�� ال��افة ال�����ة وارتفاع ال��� و�ال��م��

   d /L =Ø  

 (Bluk strain )الانفعالي ال���ي 

  ه� ال���ة ب�� ال�غ�� في ال��� إلى ال��� الأصلي و�ال��م��

Bluk Strain=    V/V  

  :(Young modulus)معامل ال��ونة 

�م�� و�ال� ه� ال���ة ب�� الإجهاد والانفعال ���� ع�م اج��از ال��� ح� ال��ونة

E



.  

  زاحة ( الان�قال)م���ات الإ 

إما ان�قال ال��� ال��ن �أك�له دون أ�  أو الإزاحات �� ن�ع�� م� الان�قالات����� ت�

  .ه� ما ی�رس في عل� ن���ة ال��ونةی�افقه ت��ه في ال��� و ت��ه أو ان�قال أخ� 

  ).2010ج�ن� وج��ه،(ة ال����ة م��لة الق�� والع�وم في ال����

والع�وم ال��ث�ة في ص���ة ����ة ع�� ت�امل ی�� ال���ل على م��لة الق�� 

  الاجهادات في �ل ��قة أو رقاقة ع�� س�اكة ال����ة ال����ة وعلى س��ل ال��ال:

�ƶ       z    ∫ σ �
�/�

��/�
=xM ∫ σ � �ƶ                 ,,,

�/�

��/�
= xN      
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حال�اً    ��xNل �الاجهادات ت�غ�� في �ل رقاقة وم� رقاقة إلى أخ�� أ��اً، و      

الع�م في وح�ة  XMق�ة في وح�ة الع�ض م� مق�ع ال����ة ال����ة و��ل� ���ل 

  وغ��ها �ق�� وع�وم . xN ، XMال��ل وس��ار إلى 

فإن م��ان��ا ه�ا  (Deformable body )وفي م�ال دراسة ال��� القابل لل���ل 

  ال��� ی�ق�� إلى ق����:

ال��اص ال���ان���ة للأج�ام ع�ل�اً م�ل الق�� الف���ائي: و��� ��ه دراسة  -أ

  ال�لا�ة، ال��ونة، الل�ونة وغ��ها.

الق�� ال��اضي: و��� ��ه ت�ض�ح ال���دج ال��اضي ال�� ��ف حالة ال���  -ب

 )ومعادلات الات�ان وال��و� ال���ة القابل لل���ل ( ال�الة الإجهاد�ة أو الإنفعال�ة

  ��ا س���ح لاحقاً.لل��� ت�� تأث�� ق�� خارج�ة م��لفة 

 .)2007إمام وآخ�ون،( ال��اص ال���ان���ة ال�ي ت�عل� ��ل�ك ال��اد ال��نة 3.1

�ة ال���لفة �ثهي ال��اص ال�ي ت�عل� ��ل�ك ال��اد ال��نة ع�� تع�ضها للأح�ال ال�   

�ال اس�ات���ة أو دی�ام���ة، ��ا أنها ت����م �أساس لل�قارنة س�اء �ان� ه�ه الأح

  ال��اد ال��نة ال���لفة.ب�� 

إن ال��اص ال���ان���ة ����ة وم���عة ول�� ال��اص ال���ان���ة ال�ئ���ة الأت�ة هي 

  بها ت���� وت���� ال��اد ال��نة: ال�ي ����

  )(Elasticityال��ونة  -1

صل�ة �ع� زوال الق�� ال��ث�ة وع�م �قاء هي ق�رة ال�ادة على اس�عادة أ�عادها الأ  

  دائ� بها.أ� ت��ل 
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  )(Plasticityالل�ونة  -2

هي ق�رة ال�ادة على أن ���ن لها ت��ل دائ� و لا ت���جع ال�ادة أ�عادها الأصل�ة   

  �ع� زوال الق�� ال��ث�ة.

  )(Ductitityال���ل�ة  -3

��� والاس��الة ال����ة ع�� تع�ضها لأح�ال ال�� أ� أنها الهي ق�رة ال�ادة على   

  ت��ح لل�ادة ب�غ�� ل�ن ���� ت�� تأث�� أح�ال ال��.هي ال�اص�ة ال�ي 

  )(Malleabilityال��و��ة  -4

هي ق�رة ال�ادة على ح�وث تغ��ات ل�نة ����ة ت�� تأث�� أح�ال ال�غ�، و��ل�   

  ق�رتها على ال�فل�ح �ال��ق ب�ون ح�وث أ� ���.

  )(Brittlenessال�ق�ف  -5

ح�وث أ� تغ�� مل��� في ال��ل أو هي ال�اص�ة ال�ي ت�عل ال�ادة ت���� ق�ل 

أنها ع�م قابل�ة ال�ادة للاس��الة أو ال��� أو ال��ق م�ل ال��ی� ال�ه� و �ع� 

  أن�اع ال�جاج وغ��ها.

 )Resistance(ال�قاومة  -6

 مقاومة ال�ادة لأ� ح�ل م�ث� عل�ها س�اء �ان ح�ل ش� أو ضغ� أو ان��اءهي   

أو ق� وتع�ف �ال�قاومة لل�غ� إذا �ان ال��ل ال��ث� ح�ل ضغ� وال�قاومة لل�� 

  .ا �ان ال��ل ال��ث� ح�ل ش� وه��اإذ
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 )Stiffness(ال�لا�ة  -7

هي مقاومة ال�ادة لأ� ن�ع م� ال�غ�� في ال��ل والأ�عاد وتع�ف ال�ادة ال�ل�ة �أنها   

  تغ��ات صغ��ة ن���اً في ال��ل.ال�ادة ال�ي ت���ل اجهادات عال�ة مع ح�وث 

  )(Toughnessال��انة  -8

هي ق�رة ال�ادة على مقاوم�ها للأح�ال ال�ی�ام���ة أ� أنها تع�� ع� ق�رتها على 

مقاومة أح�ال ال��م وام��اص ال�اقة ال���ان���ة مع تغ�� ���� في ال��ل ب�ون 

  ح�وث ���.

 )Resilience(ال�ج���ة  -9

  ام��اص ال�اقة ال��نة ال�ي ت��في �ع� زوال ال��ل ال��ث�.هي ق�رة ال�ادة على 

  )(Hardnessة دال�لا -10

هي ق�رة ال�ادة على الاح�فا� ���ل س��ها سل��اً م��اس�اً ت�� تأث�� الأح�ال 

ة �أنها ق�رة ال�ادة على ال�قاومة ن���ة الاح��اك أو دال���لفة. وق� تع�ف ال�لا

  ح�وث أ� علامة بها. ن و دال�قاومة لل��ش أو الق�ع. 

  :ال�فائح ال��نة -4.1

 ص�ف� ال�فائح ب�اس�ة ن�� ه��س�ة م�ل ن��ة ال��ل إلى ال��� a
h

ت��د و  

 ال���ة a
h

  في ن���ة ح�� وردت ثلاث أن�اع م� ال�فائح �ال���ة لل��� 

Belkhodja et al. )2020 ال�الي:) على ال��ل-  

) وهي ذات ��� ن��ة م��ف�ة م�ل thick plateص���ة س���ة ( 2, 10 ,5a
h
  
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moderately thick plate (ص���ة س���ة ل�� ما ( 10a
h

  

) وهي ذات ��� ن��ة عال�ة م�لthin plateص���ة ر��عة ( 20a
h

   

م� ال��اذج ال��اض�ة ال�����مة ل�صف  (thin beams) تع� الق��ان ال���عة 

ات��ي ول�صف ال�ل�ك الاس� ،ال�ل�ك الاس��ات��ي وال�ی�ام��ي لل��� في �ع� واح�

أو س��ح غ��  (plate)ن����م ما ���ى �ال����ة وال�ی�ام��ي لل��� في �ع�ی� 

ج ال����قات اله��س�ة ����ة ���اذوت����م م���ات ال�فائح في  .(shell)م����ة 

ال�فائح  وق� أص�ح ت���� ن���ات لل�ف� و��اكل ال�ائ�ات وأج���ها والق�ائف وغ��ها.

  .(Turbo – machine)مه�ة ج�اً مع ال��عة العال�ة لل����ات الف�ائ�ة 

إن سل�ك ال����ة �ع��� ���ل ���� على س��ها مقارنة �أ�عادها الأخ�� وله�ا 

  :)2008زنق�ر،و  (الغام�� أن ن��ف ال�فائح إلى ثلاث م���عات ال��� ����

  صفائح ر��عة ذات إزاحات رأس�ة صغ��ة: أولاً 

)Thin Sheets with small vertical displacement(  

  ذات إزاحات رأس�ة ����ةصفائح ر��عة : ثان�اً 

)Thin Sheets with large vertical displacement( 

  )Thick Sheets(صفائح س���ة : اً ثال�

لل����ة  w: إذا �ان� الإزاحة ال�أس�ة صفائح ر��عة ذات إزاحات رأس�ة صغ��ة -

  :على ال��ل ال�الي فإنه ت�ج� ف�ض�ات hصغ��ة مقارنة مع س��ها 

 (neutral)ی�ج� انفعال في ال����� الأوس� لل����ة وه�ا ال��ح ��ل م�ای�اً  لا. 1

  ن��اء.خلال الإ
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ال�ي تقع على الع��د� على ال����� الأوس� لل����ة ق�ل نقا� ال����ة . 2

على ال����� الأوس� لل����ة �ع�  �واقعة على الع��د هي ��ا الان��اء ت�ل

  ن��اء.الإ

جهادات الع��د�ة في الات�اه ال���ع�ض على ال����ة ت��ن صغ��ة مقارنة الإ. 3

  و�ال�الي ���� إه�الها. ،جهادات الاخ�� مع الإ

س���ام ه�ه الف�ض�ات، او�) Kirchhoff )1850 الف�ض�ات أ��ا �العال� ق�ن ه�هوت

لل����ة وت��ن  wجهاد ���� أن ت�ه� ب�لالة الإزاحة ال�أس�ة فإن �ل م���ات الإ

ه�ه ال�الة ت�ق� معادلة تفاضل�ة ج�ئ�ة خ��ة وال�ي تع�ي مع  x,yح�اث�� دالة في الإ

  .  wتع��فاً �املاً للإزاحة ال�أس�ة ال��و� ال���ة 

جهادات ع�� أ� ن حل ه�ه ال�عادلة �ع�ي �ل ال�عل�مات ال�ه�ة ل��اب الإإوه��ا ف

  نق�ة في ال����ة.

�ض�ة � على ت��ه ال����ة، وه�ه الفقال ه�ال تأث�� ق�� إ الف�ض�ة ال�ان�ة ت�افئ 

في �ة حالة وج�د ف� م��ققة، ول�� في �ع� ال�الات، وعلى س��ل ال��ال فيغال�اً 

الق� ���ن مه�اً و�ال�الي ��� ع�ل �ع� ال�ع�یلات على  فإن تأث�� ق��  ال����ة

�ة على و�ذا وج�ت ق�� اضا��ة م�ث ن���ة ال�فائح ال���عة ل��اس� تأث�� ق�� الق�.

ال����� الأوس� لل����ة �الإضافة إلى الأح�ال ال�ارج�ة، فإن الف�ض�ة الاولى لا 

  ت��ق�.

 في �ع� ال�الات ���ن ان��اء ال����ة: صفائح ر��عة ذات إزاحات رأس�ة ����ة -

�ة ه�ال الإجهادات ال��ا�إ ���ة، و���� �م����اً �انفعال في ال����� الأوس� لل

احات ل�� إذا �ان� الإز مقارنة مع س��ها،  إذا �ان� الإزاحات ال�أس�ة لل����ة صغ��ة

جهادات ال��ا��ة ��� أن ت�ضع في الاع��ار ع�� الإ فإنال�أس�ة ل��� صغ��ة، 
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اش�قاق ال�عادلة ال�فاضل�ة لل����ة، ون��ل على معادلات غ�� خ��ة و���ح حلها 

أك�� تعق��اً، وفي حالة الإزاحات ال����ة ��� أ��اً أن ن��� ب�� ال��اف ال����ة 

ل�ي ��ة، وافي م���� ال�� ةال��ع�ة ب��ا� فوال��اال��اف ح�ة ال���ة و �إح�ام 

  .)2008(الغام�� وزنق�ر،جهادات لل����ة ت�ث� على مق�ار الإزاحة ال�أس�ة والإ

: إن ال����ات ال�ق����ة لل�فائح ال���عة، وال�ي ذ��ناها سا�قاً لا صفائح س���ة -

 حح�ال ال����ة على س�ت�لح لل����� مع ال�فائح ال����ة وخاصة في حالة الأ

م� ال��ور� أن ن�ع في الاع��ار تأث�� ان��اء ال����ة . في ه�ه ال�الة ال����ة

جهادات ال�ي تع�ل على ال����� الأوس� لل����ة وه�ا ی�� �اس���ام ن���ة على الإ

ال�فائح ال����ة، وه�ه ال����ة تع��� م�ألة ال�فائح �أنها م�ألة م�ون�ة ذات ثلاث 

ه�ه ال��ألة  )2008زنق�ر،(الغام�� و  أ�عاد، وا��اد الإجهادات ت��ح ع�ل�ة معق�ة.

  .ل� ت�ل ت�ل�ل�اً ���ل �امل إلا في �ع� ال�الات ال�اصة فق� 

 )2013ال��شة ووه�ي،(ع�ض م�ائل ن���ة ال��ونة  -5.1

  ت��ن ال�ع��ات عادة هي: ،ع�� حل م�ائل ن���ة ال��ونة 

  ال��ل والأ�عاد اله��س�ة لل��� ال��روس. 1

ال��ونة" وال�ي هي مقادی� ف���ائ�ة ت�ف ال��اص ث�اب� ال��ونة "معاملات . 2

  الف���ائ�ة لل�ادة ال�ي ی�ألف م�ها ال��� ال��روس.

  ال���لات ال��ث�ة على س�ح ال���.. 3

ش�و� ت���� ال��� أو ش�ل اس��اده على ال��ان� و�ع�� ع�ها ر�اض�اً في ش�ل . 4

  ش�و� ح��ة.
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ل�ل و ل���. الإزاحة لو��ل� تع��� الإجهادات والان�قالات ��وال ب�لالة م���ات 

  ال��ألة ال���وحة فإن�ا ن��اج إلى:

  معادلات ال��ازن 

 ت��ىال�ي و  والانفعالاتی�ج� �ع� ال�عادلات الف���ائ�ة ال�ي ت��� ب�� الاجهادات 

  ال���اثلة.ال��ونة �وه�ا في حالة ن���ة  (Hooke’s Law)�قان�ن ه�ك 

  ت�ج� ���ق�ان أساس��ان في حل م�ائل ن���ة ال��ونة

  .ال�ل ب�وال الإزاحة 2             . ال�ل �الإجهادات            1

  )2013ال��شة ووه�ي،( أولاً: حل م�ائل ن���ة ال��ونة �الإجهادات 

  ���ن �ال�الي:

عة م� ����ل على م��� ف �الإجهاداتن��ل معادلات ال��ازن ال�فاضل�ة مع��اً ع�ها 

  .��ة ��رجات الب��ى تال�عادلات ال�فاضل�ة بها م��قات ج�ئ�ة لع�د م� ال��اه�ل 

وفي م�اهج ال�عادلات ال�فاضل�ة ���� ال��هان �أن تل� ال�عادلات لها حل وذل� لأنها 

�اب� ا لا ت��ن ثم���عة معادلات تفاضل�ة ����قات ج�ئ�ة و�ال�الي ع�� م�امل�ه

لاخ��ار�ة ����ة ول�� ت��ن دوال أو ث�اب� اخ��ار�ة ن����ع ت��ی�ها م� ال��امل ا

ال���قة على ال��ح وال�ي ��لها ن���ل على دوال الإزاحة  ال��ّ�ةال��و� 

 والانفعالات والاجهادات م�ل م���ات الاجهاد ال�ال�ة:

 

x  = 1F (�,�,ƶ)                 ,                xy = 4F  (�,�,ƶ) 

)�,�,ƶ( 5F= yz)                 ,                �,�,ƶ( 2F = y  
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z = 3F  (�,�,ƶ)                 ,                xz = 6F  (�,�,ƶ) 

و�ال�ع��� ع� ��� الاجهادات ال�ي ح�ل�ا عل�ها في ال�عادلات ال�ا�قة وذل� 

  :ه�ك فإن�ا ن���ل على معادلات الانفعال ال�ال�ة �اس���ام قان�ن 

ε
x
= F7 (�,�,ƶ)                 ,                x z

 = F10 (�,�,ƶ)  

ε
y
= F8 (�,�,ƶ)                 ,                y z

 = F11 (�,�,ƶ)  

ε
z
= F9 (�,�,ƶ)                 ,                x z

 = F12 (�,�,ƶ)  

  

   ثان�اً: حل م�ائل ن���ة ال��ونة ب�وال الإزاحة

دوال الإزاحة) وال�ي تع��� دوال م����ة  (إن ال��اه�ل الأساس�ة هي الان�قالات    

، و�افة الاجهادات وال���هات ال�ي ت��ث في ال�عادلات س�ع�� ع�ها للاش�قاقوقابلة 

ب�لالة دوال الإزاحة و�ال�الي �أخ� معادلات ال��ازن "الات�ان" ال�فاضل�ة مع��اً ع�ها ب�وال 

ل� ال�عادلات ول�� أث�اء �مة م� معادلات تفاضل�ة ن�امل ت��الإزاحة ���ن ل�ی�ا م

��ازن ت��ی�ها م� ش�و� الال��املة ت��ن ث�اب� ال��امل ��ارة ع� دوال اخ��ار�ة ���� 

                 " ش�و� ال���ة" على س�ح ال��� مع��اً ع�ها ب�لالة دوال الإزاحة

  .)2013(ال��شة ووه�ي،

  

 قان�ن ه�ك ال�ع�� في ن���ة ال��ونة  - 6.1

ه�اك علاقة ت��� ب�� م���ات ���ات الإجهاد ل��اب م���ات الانفعال ب�لالة م  

أح�اناً �العلاقات الف���ائ�ة ، وم� ال�ع�وف أن ه�ه  ىالانفعال وم���ات الاجهاد وت�ع

  ��اص ال�ادة ال��نة.�العلاقات لها ارت�ا� 
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� ه�ا العلاقة ب� إذا اع���نا أن ال���ه في ال��� ال��ن ه� ���ود صغ��ة ج�اً، فإن

جهاد ���� اع��ارها علاقة خ��ة أ� ���ل عام م���ات الإجهاد ت��� لإال���ه وا

 ب�لالة م���ات الانفعال �اس���ام قان�ن ه�ك ال�ع�� ال�الي:

11 12 13 14 15 16               x x y z xy y z z xa a a a a a            

21 22 23 24 25 26               y x y z xy y z z xa a a a a a            

31 32 33 34 35 36               x x y z xy y z z xa a a a a a            

41 42 43 44 45 46               xy x y z xy y z z xa a a a a a            

5551 52 53 54 56               y z x y z xy y z z xa a a a a a            

61 62 63 64 65 66               z x x y z xy y z z xa a a a a a            

ثاب�اً و�ذا �ان ال���ه في  36ب��اب� ال��ونة وع�دها ���ل عام   mna ت��ى الع�امل

وع��  .ح�ود ال��ونة فإن إزالة ال���لة تع�ي إعادة ال��� إلى ش�له وح��ه الأوّل���

 دراسة الأج�ام ال��نة ذات ال�فات ال��نة ال���اثلة فإن ث�اب� ال��ونة ت�ق� العلاقة 

mn nma a  :و�ال�الي  

  ثاب�اً فق�. 21ی�قى ع�د ال��اب� 

           م��اثل ال�فات في �افة الات�اهاتل�ا فإن ال�فات ال��نة ل��� غ�� 

)anti– symmetric ( و�ل�ا قلّ� حالات ع�م  ثاب�اً م��قلاً. 21ال�الة العامة ت�ع�� لـــ في

ي ف ال��اثل �قل ه�ا الع�د، فإذا �ان� ال��اص الف���ائ�ة لل��� م��اثلة ل�ل م���

ال�����ات ال�لاثة ال��عام�ة فال��� ع��ئ� ���ى �ال��� ذ� ال��اص الف���ائ�ة 

 (orthotropic)ال��عام�ة �ال���ة ل�لاثة م�اور إح�اث�ة م�عام�ة أو ب��ا�ة ت�عى 
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 (orthotropic)إن ث�اب� ال��ونة ت�قل� إلى ت�ع ث�اب� في ال��� الأرث�ت�و�ي 

ε( ةنفعالات ال����� ر�اض�اً الإتوت� 
ƶ

  ،ε
�

 ، ε
�

) فق� �الإجهادات ال�ا���ة، أما  

فق� �الإجهادات ال��اس�ة و�ال�الي تأخ� ت�ت��  )�yƶ�  ,yƶ �  , xy ( الإنفعالات ال�اوّ�ة

   :)2013وه�ي،و  (ال��شة العلاقات ال��ل ال�الي

ƶσ13+  b  yσ12+    b  xσ11=  b xε  

ƶσ23+  b  yσ22+    b  xσ21=  b yε  

ƶσ33+  b  yσ32+    b  xσ31=  b ƶε  

xy τ  44=  b  xyγ 

yƶ τ  55=  b  yƶγ 

xƶ τ  66=  b  xƶγ  

ت��� على فإن ث�اب� ال��ونة ال�ا�قة  (Orthotropic) �يلل��� الأرث�ت�و  و�ال���ة

  .)2013وه�ي،و  (ال��شةال��ل ال�الي 

           
�

�ƶ
= 33,  b     

�

��
= 22,   b     

�

��
= 11b  

 
�

���
= 44, b  

���

��
 -=    

���

��
 -=  21= b12b  

�

�� ƶ
= 55, b   

�ƶ�

��
 -=    

��ƶ

�ƶ
 -=  13= b31b  

�

�ƶ�
= 66, b   

�ƶ�

��
 -=    

�� ƶ

�ƶ
 -=  32= b23b 

  -ح�� أن:

E� , E� , Eƶ  ت��ل معاملات ال��ونة ال��ل�ة( Youngs modulus)  وف� ال��اور

  .ƶ   � , � ,الاح�اث�ة ال�لاثة 
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y ƶμ , ƶyμx  , ƶμ,  ƶxμ,  yxμ,  xyμ      ت��ل معاملات ب�اس�ن                    

(Poissons modulus)  .  

ال�اتج ع� تأث�� الإجهاد  �ت�اه ال���ر انفعال الع�ضي �ع� الإ�عّ��  xyμف��لا: 

yσ.  

 �ƶ�,   ��ƶ,  ���   الق�ت��ل معاملات (Shear modulus)    في ال�����ات

  معاملات ال��ونة الع�ض�ة"."

ومعاملات ال��ونة ال��ل�ة  yxμ,  xyμب�اس�ن فإن معاملات  b12b=21ملاح�ة: ��ا أن 

y, E xE مع �ع�ها ال�ع� �العلاقة ال�ال�ة. ت�ت��  

E� ���= E� ���  

  ال�الي:ال��ل  و�ال�الي �أخ� قان�ن ه�ك

     
�ƶ

��
   31μ -     

��

��
   21  μ   -     

��

��
    =    ε

�
  

     
�ƶ

��
   32μ  -      

��

��
+       

��

��
   12  μ   -=        ε

�
  

      
�ƶ

��
   +     

��

��
   23μ -   

��

��
     31μ   -=       ε

ƶ
  

���

���
=    γ�� 

�� ƶ

���
=    ƶyγ 

�ƶ�

���
=    γƶ�  
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 ال��� ال���اثل فإن العلاقات لا ت�غ�� م� أجل أ� ج�لة م�اور إح�اث�ة.أما 

نفعالات ال�اوّ�ة، و��ل� الإجهادات ال��اس�ة لا والإجهادات ال�ا���ة لا ت�ت�� �الإ

� نفعالات ال�اوّ�ة في ال�����ات ال�ي لا ت�ث� بها و�ال�الي ���ح ع�د ال��ابت�ت�� �الإ

  ثلاثة فق� وهي:

E  معامل ال��ونة ال��لي "معامل ال��ونة ع�� ال��" ���ل(Youngs modulus)  

G  معامل ال��ونة �الع�ضي "معامل ال��ونة ع�� الق�"���ل(Shear modulus)  

μ  معامل ب�اس�ن ���ل(Poissons modulus)  

ة         �ائ�ة ال�لاثوم� مقاومة ال��اد نعل� أن العلاقة ال�ي ت��� ب�� ال�عاملات الف�� 

  هي  )2013ال��شة ووه�ي،(

G=  
�

�(���)
  

ف��ا ه� مع�وف في مقاومة ال��اد إذا تع�ض ج�� إلى إجهاد ش� م��ر� 

  تّ�ل� ت�اول ن��ي في ات�اه ال�� أ� 

ε = 
�

�
  

  وت�ل� تقاص� ن��ي في الات�اه ال��عام�

 .  \  

و�ذا تع�ض ال��� ال��ن إلى الق� ال�افي فإن ه�اك علاقة خ��ة ت��� 

  جهاد الق� والإنفعال ال�اوّ� وهي:إب�� 

    
�

�
 = γ  
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  -ح�� أن: 

 )Shear Stressإجهاد الق� ( �
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  :ال�ات�ة -7.1

� ول�ة ل����ة ال��ونة وال�ي ت���ن م�ع� ال�ع��فات الأ ع�ضت� في ه�ا الف�ل 

وح� ال��ونة والانفعال والإجهاد ومعامل ال��ونة وم���ات الإزاحة وال�ي تع���  ال��ونة

�ل�ك ة ال�ي ت�عل� �وت� أ��ا ذ�� �ع� ال��اص ال���ان��� م�خل ل����ة ال��ونة

ال�ي بها ���� ت���� وت���� ال��اد ال��نة وم� ه�ه ال��اص ال��ونة  ال��اد ال��نة

ي �ع� فوت� وصف ال�ل�ك الاس�ات��ي وال�ی�ام��ي لل���  والل�ونة وال�لا�ة وغ��ها.

قان�ن  �ضع لف�لت� في ه�ا او��ل�  �ال�فائح ال��نة. واح� أو في �ع�ی� ��ا ���ى

  .ه�ك ال�ع�� في ن���ة ال��ونة
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  الفصل الثاني

  عند انحناء الصفیحة للثني تأثیر مقاومة الألیاف

  ال�ق�مة -1.2

ال�فائح ال�ق�اه �أل�اف مقاومة لل��ي وأث�ه في ن���ة ال��ونة ثلاث�ة  - 2.2

  الأ�عاد

تأث�� مقاومة الأل�اف لل��ي في �ع� ن���ات ال��ونة ث�ائ�ة ال�ع�           -3.2

2 – D  1وأحاد�ة ال�ع�-D 

��اد حل�ل فعل�ة ل��ائل ال����ة ال��نة ال�ق�اه �أل�اف تقاوم إ 4.2-

  ال��ي.

  ال�ات�ة 5.2-
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  مق�مة -1.2

إن ن���ة ال��ونة ال���ة ث�ائ�ة ال�ع� تع��� على اف��اض م��� وه� أن ال����ة 

                                  م�نة ذات س�� ض��ل ول��ها م�نة ت�اماً ومق�اه �أل�اف

(Liu and soldatos,2008;Soldatos,2003)  وعلى ال�غ� م� أن ه�ا الاف��اض

�ات للان��اء ت�د� إلى تأث�مقاومة الأل�اف  ف�ض�ةصالح في ���� م� ال�الات فإن 

لة ���اثالال���اثلة إلى ن���ة ال��ونة غ�� م� ن���ة ال��ونة ن���ة ال��ونة  في

�اء مقاومة الال�اف في الان� �ون���ة ال��ونة غ�� ال���اثلة تأخ� في الإع��ار تأث�

  "ال��ي".

ال�ي ت��ف  (D - 2)وث�ائ�ة ال�ع�  (D - 1)ت�ت�� ن���ة ال��ونة أحاد�ة ال�ع� 

 , Euler, Bernoullisال�ل�ك ال���ان��ي ل�فائح م�نة �أس�اء �ل م� 

Timoshenko , Love, Kirchhoff  وح�ى ب�ا�ة  �ه�ر ه�ه ال����ةم�� وذل�

�ه�ر اس���ت ه�ه ال����ات في ال ال���� �ال��ف ال�اني م� الق�ن الع���� وعلى م

 وال���ر ح�� أن ال�ادة ال���نة في ال�فائح ال���قة ت��ن م��ان�ة وم��او�ة ال��اص

)Soldatos,2009(.  

ى ن�اق واسع في ال��اعة �ه�ر م�اد مع�زة للأل�اف واس���امها واس�غلالها عل

لله�اكل القادرة على أخ� ه�ه ال���ات ال�اد�ة ال��ق�مة وال��ی�ة أخ� اه��ام الع�ی� م� 

  ال��اث.

ن ت���� ه�ا ال��ل ال�اني م� ال��ادج ال��اض�ة له�اكل ذات ال��ران ال���قة لا ی�ال إ

م����اً وق� ت�ج� ت��رات اضا��ة وفي أماك� أخ�� إلا أنها ت���� على اف��اض م��� 

  .(Soldatos, 2009)�أن الأل�اف لها س�� ض��ل وهي م�نة ت�اماً 
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ل���اثلة م�اعاة تأث�� ال��ونة غ�� ا �ع� ن���ةال��ونة لل����ة ث�ائ�ة ال ن���ة تر �ِّ �ُ 

(2007) spencer and soldatos  ومقاومة الأل�اف للان��اء على ال�ل�ك

�اصفات م ذاتال�ی�ام��ي وال�اك� لل�فائح وال�ي ���� اخ��ار �لاً م�ها ����قة 

ف���ائ�ة خاصة ل���لة مع��ة ذات صلة ��لا�ة ومقاومة الأل�اف لل��ي وال��و� 

  ل���ة ال��فقة.ا

  ال�فائح ال�ق�اه �أل�اف مقاومة لل��ي وأث�ه في ن���ة ال��ونة ثلاث�ة الأ�عاد-2.2

الإه��ام ب�راسة ص���ة ر��قة أو مع��لة ال��اكة ت�  Soldatos (2009) في ن���ة  

���� أن  hفي ح�ود ن���ة ال��ونة ال���ة و�ان اع��ار س�� ال����ة ثاب� 

اح� و اف ال������ة ال���از�ة في ات�اه ائلة" م� الأل�عال����ة ت���� على م���عة "

أو  � دراس�ها ت�ع�ض ل��ي ثاب�الان��اء وال����ة ال��نة ال�ي ت و���� أن تقاوم

وهي دالة ال��ل ال�ي تع�ل  t ) ∝q( x ,دی�ام��ي ناتج ع� ع�ل ت�ز�ع اجهاد خارجي

s,على ال��ح العل�� لل����ة ال��نة و�ف�ض أن ���ل م�عام�  nU U  هي دوال إزاحة

s,في الات�اهات  n .على ال��الي  

  ا یلي:وهي �� الإزاحةوق� ت� ت��ی� ش�و� ح��ة ع�� ح�ود ال����ة وال��علقة ب�وال 

)i ( على ال��ح العل�� لل����ة=h/23x  ح��,t) ∝q(x – =  330 , t=∝3m =∝3t  

(ii)  على ال��ح ال�فلي لل����ةh/2-=  3x   3∝  0 =ح��m   =3it  

iii) ( ع�� ج�ان� ال����ةC  X  [ -h/2 , h/2] :أن ����  

  ت��ن مع�اة  nntأو    nUإما 

  ت��ن مع�اة  sntأو    sUو�ما 

  ت��ن مع�اة  3ntأو    3Uو�ما 

   (middle – plane)ال����� ال���ف �ت��ل خ� ال����ي ال����  Cح�� أن 
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n  ت��ل ال������ ال��عام� على ال����ىC 

s  ت��ل ��ل ال����ىC  

  ���3,2,1  تأخ� i ب���ا 2,1تاخ� ���  ∝

  -وال��ل ال��اني م�ضح �ال�الي:

 

  ی�ضح ان��اء س�ح ص���ة ل����ة ال��ونة في ثلاثة أ�عاد )2.2ش�ل (

وم���ات   (Stress components)و��ل� ت� ال�ع�ف على م���ات الإجهاد 

 transversely isotropic)لل�ادة ال��روسة  (strain components)نفعال الإ

materials) ال��ء ال���اثل  وال�� ���ل(The symmetric part) العلاقة ب�� هاف� 

                  نفعال �����ات الإ (stress components)جهاد الإ م���ات
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components) (strain  ه�ك وال�ّ�اغة في ش�ل قان�ن (Hooke’s law)  ك�ا

  -یلي:

11e            0     0           0   12C    12C       11C            11t 

22e            0     0           0   23C     22C      21C            22t 

33e            0     0            0   22C     23C      21C    =      33t 

32e2            0     0     )23C-22(C 
�

�
    0       0      0           (23)t 

132e          0     66C             0         0     0      0           (13)t 

122e         66C     0              0         0     0      0           (12)t  

  

  -وال�اتج م� حاصل ال��ب ���ن �ال�الي:

)(2                            33e   12+  C  22e  12+  C   11e  11= C11t 

)3(                             33e   23+  C  22e  22+  C   11e  21= C22t 

)4(                             33e   22+  C  22e  23+  C   11e  21= C33t 

)5(                  23e   23C  -  32e  22=  C   23) e23C - 22= (C(23)t 

)6(                                                                                          13e  66= 2C(13)t 

)7(                                                           12e  66= 2C(12)t 

,هي م���ات الإجهاد  tij، هي معاملات ال��ونة لل�ادة Cijأن ح��  1, 2,3i j . 

)1( 
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  مع�فة ��ا یلي �القان�ن ال�الي: في ح�ود ن���ة ال��ونة ال���ة م���ات الانفعال

j,iU+      i,jU=  ij2e 

                  )8(    أ� أن :
�� �

���
 +   = 

�� �

���
  

في  (anti – symmetyic part)ل�ل� ت� تع��� ال��ء غ�� ال���اثل  �الإضافة

وال�اتج م� اس���ام ه�ا ال��ع م�  (stress components)�ع� م���ات الإجهاد 

في ات�اه (الأل�اف و���قة وضعها في ال����ة وهي على ش�ل عائلة وح��ة الات�اه 

  -) وال�عّ�فة ��ا یلي:  xال���ر في ات�اهوه� واح� فق� 

)9(  ) ,    ��
�

 ��
�

( f)  = d13m,  12(m  

  وه�ا ی�ذ� إلى أن:

��
�

 f= d   13m   ��
�

 f= d 12m  

  ح�� أن :

   ,112U=   ��
�

,   3,11      U -  =��
�

  

����

� �� 
  =��

�
   ,     

����

� �� 
 -  =��

�
  

ح�� 
f

K   ت��ل تق�س الأل�اف(fibres curvature)  ،fd  ت��ل معامل ال��ونة 

 Fibreلل��ي (الأل�اف ��قاومة له علاقة  )Soldatos )2009ال��اف في ن���ة 

Bending ( (أ� وح�ة الإجهاد على وح�ة ال��احة) ح�� وال�� له وح�ة ��اس الق�ة

, 
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ق�رة الأل�اف على مقاومة الإن��اء أدّت إلى �ه�ر ح�ود غ�� صف��ة في ن���ة أن 

  ال��ونة ال���ة ثلاث�ة الأ�عاد وه�ا

 ) − ��,�
�

 ، ��,�
�

( fd  
�

� 3.1)=1m -,  1،12( m 
�

�
= )  ]12[,  t  ]13[(t  

)10(                          )2,111U,     3,111U(   fd  
�

�
  - =  

  وه�ا �ع�ي أن

      ,1112U fd 
�

�
 -=  ]12[t,      3,111U fd  

�

�
 - =] 31[t   

t[13] =- 
�

�
  df  

����

� �� 
  ,  t[12]= - 

�

�
  df  

����

� �� 
              (11) 

و���ت� على ذل� ���ل ص��ح في حالة ع�م وج�د ق�� خارج�ة أخ�� ت�ث� على 

فان معادلات الات�ان "ال�اك�" تأخ� ال��ل ال�الي م� ن���ة  (body forces)ال��� 

soldatos )2009( 

)12(                     = 0 ,3]13[t -   (13),3+ t  ,2]12[t  -  (12),2+  t11,1  t 

)13(                              = 0   3),32(+ t  ,222t  +  
[ ,112]t+  ,1  )2(1 t 

)14(                              = 0  ,333+ t  ),223(t  +  1,]31[+  t,1  )3(1 t 

  وال�ي ���� ��اب�ها �ال��ل ال�الي:

����

��
 + 

��(��) 

��
 - 

��[��]

��
 +  

��(��)

�ƶ
    -   

��[��]

�ƶ
   =  0                 (15)  

��(��)

��
 + 

��[��]

��
 + 

����

��
 +  

��(��)

�ƶ
   = 0                                (16)  
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��(��)

��
 + 

��[��]

��
 + 

��(��)

��
 +  

����

�ƶ
    = 0                               (17)  

معادلات الات�ان "ال�اك�" لا��اد ال�ل�ل ال�ق����ة ما ی�ا�� م�ض�ع ال��� م� ك�ل� وردت 

ن���ة  في على ال��ل ال�اليت الق�� وم��لات الع�وم �اس���ام م��لا

)soldatos,2009(:-  

)18(                                              (x)= q M ��,��
�

+  M ��,��
�  

0                                                           (19) =�� 
�-� ��,�

�  

في  على ش�ل ال��غة ال�ال�ةح�� م��لات الق�� وم��لات الع�وم وردت 

 -:(Soldatos,2009)ن���ة 

)20                             (� ��
� = ∫ ���  

�/�

��/�
ƶ  �ƶ  

 

       � ��
�

= ∫ � ��  
�/�

��/�
  �ƶ =  ∫ − �� �2�3

��2

�/�

− �/�
 �ƶ      (21) 

  

 dƶ  (22)) ƶ ∫ �(��)  
�/�

��/�
��

\
 ( =��

�   dƶ ,  )ƶ ∫ t(��)  
�/�

��/�
Ø� ( =M ��

�  
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 (D-2)تأث�� مقاومة الأل�اف لل��ي في �ع� ن���ات ال��ونة ث�ائ�ة ال�ع�  3.2

  (D – 1)وأحاد�ة ال�ع� 

   (D-2)تأث�� مقاومة الال�اف لل��ي في ن���ة ال��ونة ث�ائ�ة ال�ع�  1.3.2

 ان��اء ت� الاه��ام ب�راسة Soldatos and Farhat (2016) في ال�رقة ال����ة

���ة اع��ار س�� ال� م����لة ال��ل في ح�ود ن���ة ال��ونة ال���ة و�انص���ة 

وح�� أن ال����ة ت���� على عائلة "م���عة"  2Lوالع�ض  1Lوال��ل   hثاب� 

  .xم� الأل�اف ال�ي تقاوم الان��اء وفي ات�اه واح� وال��از�ة ل���ر 

ال����ة ال��نة تع�ض� ل��ي ثاب� أودی�ام��ي ع�� س�ح العل�� ناتج ع� ع�ل 

وهي دالة ال��ل ال�ي ت�ث� ���ل م�عام� على ال��ح العل��  )t) αxq , اجهاد خارجي 

ل��ا�ة  Soldatos (2009) ��ة وت� اس���ام ال�عادلات ال�ع�وضة في ن���ةلل��

على  (Reissner)ر����  في ن���ة (Displacement Functions)دوال الإزاحة 

  :(plate)ال��ل ال�الي في حالة 

)32(                       )              �,w –,y) �( 1(u ƶ,y) + �= u(� (�,�,ƶ) 

)42(                      )              �,w –,y) �( 1v( ƶ,y) + �= V( �(�,�,ƶ)  

� (�,�,ƶ) = w (�)                                                                   (25)  

  �ال�الي: (Beam)ول�ل� ���� ��ا�ة دوال الإزاحة (ر����) في حالة 

  

)62(                                            ) �,w –) �( 1(u ƶ) + �) = u(ƶ , �(U 
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W(�)= w (�)                                                                            (27) 

  ك�ا ه� م�ضح 3U بـــــ Wواس���ال  1U بــ U �ه�لة ال��م�� ���� اس���اللو 

)28(                                           ) �,w –) �( 1(u ƶ) + �) = u(ƶ , �(1U 

)29(                                                                           )�)= w (�(3U 

ت��� وال�ي  (Strain components)م���ات الإنفعال  و���ا یلي ت�ض�ح لإ��اد

   (dispement functions)ل�وال الإزاحة  ب�لالة م��قات ج�ئ�ة

  ال���قات ال��ئ�ة اللازمة لل�ع��� ع� م���ات الانفعال  إ��ادأولا: 

U1,1= 
���

��
 =   

��

��
   + ƶ  �  

���

��
  −     

���

��� �                                   (30) 

U1,3= 
���

�ƶ
 = u1(x) -  

��

��
                                                          (31)  

U3,1= 
���

��
 =  

��

��
    , U3,3 = 0                                                    (32)  

 في القان�ن ال�الي لا��اد م���ات الإنفعال وال�ع�وض في ن���ة ال�ع���: ثان�ا

(Soldatos,2009)   

i,jU+  j,iU=  ij2e 

  �ال�ع��� في القان�ن ال�اب� 

 )33(                      
���

���  ƶ -   
���

��
  ƶ +  

��

��
=   1,1U=   

���

��
= 11e  
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  ك�ل� ن�� أنه:

) 
���

��
+    

���

�ƶ
(    

�

�
= 31e ) =3,1U+ 1,3 U(  

�

�
=31e 

       ) 
��

��
+    

��

��
 -) �( 1(u   

�

�
= 31e  

     )43(                                                    ) �( 1u   
�

�
= 31e  

م� خلال  (stress components)الان س��� إ��اد م���ات الإجهاد ال���اثلة 

  Soldatos and Farhat (2016) قان�ن ه�ك ال����ر في ن���ة

ن�� أن م���ات الاجهاد على ال���  Soldatos (2009) وال����ر ��ل� في ن���ة

  ال�الي:

)53(                                  33e12+ C 22e12C+  11e11=C(11)t 

  أن:   ن�� (Strain components)�ال�ع��� ع� م���ات الانفعال

 )63(                                  �  
��

��
 +  ƶ

���

��
 − ƶ  

���

��� �11=C(11) t   

 )73(                                                  13e 66= 2C(13)t 

  )1(2u 66C  
�

�
= (13)t 

)38(                                                  1u 66C  =(13)t 

ع�ض ���ا یلي معادلات الإت�ان "ال�اك�" وذل� م� خلال ال�عادلات ال�ع�وضة في �و 

��ف الأ��� ��او� صف� الوذل� ب�ضع  Soldatos and Farhat (2016) ن���ة

  (static solution)لان م�ضع دراس�ي في حالة 
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                                                              (39) 0  =���,�
�   

                                             (40) q (�)   =� ��,��
�  +� ��,��

�  

                                                 (41) 0    =��
�  -  � ��,�

�  

��� أولا ح�اب م��لات الق�� وم��لات ) 42)، (41( ولإ��اد معادلات الات�ان

بـ  �3xع� اس���ال  arhatF and Soldatos (2016) الع�وم �الق�ان�� ال�ال�ة ال�ع�وضة

ƶ  

= ∫ ���  
�/�

��/�
 d ƶ  (42) ,     ��

� = ∫ ���  
�/�

��/�
 d ƶ           (43)  ���

�  

  )45( 3,11U fd-=  12m ;  ƶd ∫ � ��  
�/�

��/�
=    � ��

�
, )44(  ƶd ∫ ���  

�/�

��/�
ƶ=  � ��

�  

���س��� ح�اب 
  و���اد ناتج ال��امل: �11tال�ع��� ع�   �

= ∫ ���  
�/�

��/�
   ( 

��

��
   +   ƶ  

���

��
  - ƶ  

���

���  ) d ƶ  ���
�  

    ] ƶd  ∫  ƶ 
�/�

��/�

�
2

�

��2+   ƶd  ∫  ƶ 
�/�

��/�

��1

��
+   ƶd  ∫   

�/�

��/�

��

��
 [  11C= ���

�  

]  +  0    +  0     
���

��
[ 11C  =  

)46                                                      (   
��

��
  11hC =���

�   

���نق�م �اش�قاق 
   ��ال���ة لــ    �

)47                                                       (
���

���  11hC =���,�
�  

�س��� ح�اب  ��
  و���اد ناتج ال��امل  11tع�  )44في ( �ال�ع���  �
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  ƶd  ] 
���

���  ƶ -  
���

��
  ƶ +     

��

��
[   11C ƶ ∫   

�/�

��/�
 = � ��

�  

  ] ƶd  ∫  ƶ� 
�/�

��/�

�
2

�

��2+   ƶd  ∫  ƶ��/�

��/�

��1

��
+   ƶd  ∫  ƶ 

�/�

��/�

��

��
 [  11C= � ��

�  

 )48(                                          ] 
���

���   
h3

��
  -  

���

��
   

h3

��
[    11C= � ��

�  

�تفاضل  ��
  ��ال���ة لـــ  �

)49(                                ] 
���

���   
h3

��
  -  

����

���   
h3

��
[    11C= � ��,�

�  

�نق�م �إج�اء ال�فاضل لــ  ��,�
 ��ال���ة لـــ   �

)50(                                ] 
���

���   
h3

��
  -  

����

���   
h3

��
[    11C= � ��,��

�  

�ی�� إ��اد س�ف  ��,
  -و���اد ناتج ال��امل ح�� أن: �12mال�ع��� ع�  �

���

��� fd-= 12m  

  وه�ا ی�ذ� إلى أن

)51(                                             ƶ d  
���

���  fd - ∫   
�/�

��/�
 = � ��

�  

�ن���  ��
 ��ال���ة لـــ   �

)52                                     (
���

��� fh d-= � ��,�
�  
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�ت���   ��
  �م�ة أخ�� �ال���ة لـــ   �

)53                            (
���

��� fh d-= � ��,��
�  

�� �ج� ن
  وح�اب ناتج ال��امل �13tع� ال�ع��� ع�    �

 ƶ d )�( 1u 66C ∫   
�/�

��/�
 = ��

�  

  � إلى أن:ذوه�ا ی� 

)54(                                                  1hu 66C  = ��
�  

      �ع� ح�اب م��لات الق�� وم��لات الع�وم نع�ض ع�ها في ال�عادلات

)40(،)41(   

� ,ه�ا �ع�ي أن نع�ض ع� �لاً م� ��,��
�  , ���,�

�   , � ��,��
�

   , � ��,�
�

 ��
�  

  "ال�اك�" ��ا �أتي: على ال��الي ل����ل على معادلات الات�ان

)55(                                                         =0  
���

��� 11h C 

    ) �q(  =
���

��� fh d - 
���

���  
��

��11C  - 
����

���  11C 
h3

��
 

)56       (               ) �q(  =
���

���   )fh d + 
��

��11(C  -   11C 
h3

��

����

���  

�   ,ك�ل� نع�ض ع�  ��,�
� ��

  ����ن   �

)57(                   0 =   1hu 66C+    
���

��� 
h3

��
 11C - 

����

���) 
h3

��
( 11C  
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�ع� إج�اء ع�ل�ات ال��ب والق��ة و��ل� ل�ه�لة ال��م�� على ال��� ال�الي فإن 

  معادلات الات�ان "ال�اك�" هي:

+ A 
����

���      = B q(x , ƶ)                                      (58)  
���

���  

)59(                                       = 0 1u D +     
����

��� C+   
���

���  

  ح�� إن:

  (60)                                              A = 
������

 ����������  
  

  و��ل�

 )61 (                                               B =   
���

� ( ����������)  
  

C=  (  
���h3

��  
  )  (  

���

 ( �����)  
   )  = -1                               (62) 

)63(                         66C
�� 

�����
-h)  =  66) ( C   

���

 ( ��� ��)  
D=  (   

 مقاومة الأل�اف لل��ي في ن���ة ال��ونة أحاد�ة ال�ع�تأث��  - 2.3.2

م��نة ص���ة  ان��اء � دراسةت Farhat and Gwila (2017) في ال�رقة ال����ة   

وأف��ا  ƶفي ات�اه  hفي ح�ود ن���ة ال��ونة لها س�� ثاب� ��قات الم�  Nم� ع�د 

ح�� أن ال����ة ت����  yل في ات�اه �ع� ���� مه�و  �في ات�اه  1Lلها ��ل ثاب� 

  ول�یها الق�رة على مقاومة الإن��اء . ��في ات�اه على أل�اف م��از�ة 
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ح ن�ج ع� ح�ل م�ل� على ال��تع�ض� ال����ة ال��نة لإن��اء ساك� "دی�ام��ي" 

تع�ل ���ل ع��د� على ال��ح ال�ي  (�)�qالة ال��ل م��ل ب ����ةللالعل�� 

   �.وال��ل ال��اني ال�الي ی�ضح ذل ال�ارجي العل�� لل����ة.

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  م� ن���ة q(x)م� ال��قات ودالة ال��ل  N) ی�ضح ص���ة م��نة ع�د 3.2ش�ل (

)Farhat and Gwila,2017( 

1 

2 

3 
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ت� اس���ام دوال الازاحة ل����ة  Farhat and Gwila (2017) في ال�رقة ال����ة

  ل����ة في حالة أن الأل�اف مقاومة لل��ي.ال�راسة ل و�ان�ن�لي � أو�ل� و�

  وتأخ� دوال الازاحة ال��ل ال�الي:

)64(                                         xw, ƶ –,t)= u(x,t)   ƶ( x ,  U  

 W ( x , ƶ  ,t)= w(x,t)                                     

ت��ل م���ات   U ( x , ƶ  ,t)   ،W ( x , ƶ  ,t)ی�ل على ال�م� و��ل�  tح�� 

                ت��ل الان��اء الأسفلw(x , t)  ب���ا  ƶ , xالإزاحة على ��ل الات�اه�� 

( transverse deflection)  ان��اء ال����ة لأسفل م��قلة ح�� ف�ض أن دالة

  ع� س��ها .

  ع�ف� ��ا یلي: (Kinematic relations)والعلاقات ب�� الإنفعال ودوال الإزاحة 

)67        (
��

��
 +     

��

�ƶ
    =   ƶx �              ,       (68)         

��

��
x  =      ε  

  أن ح��

  )69(         0=    ƶx �    ,         ��
�  ƶ    +��

�
x = ε  

  

)71(    xx,w-   =��
�     ,)       70(   xU,   =��

�  

فإن ال��ء ال���اثل ت� ذ��ه  (Stress components)أما �ال���ة ل����ات الإجهاد 

  في ش�ل قان�ن ه�ك ��ا یلي:

  )73(  0  (0) = ���
(�)

  =  ƶx � ���
(�)

 = �(�ƶ) 
(�)

  , )72(  xε ���
(�)

  =��
(�)

  

(65) 
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� ل����ات الإجهاد ت (The anti – symmetric part)أما ال��ء غ�� ال���اثل 

  .)Soldatos )2009 في ن���ة على ال��ل ال�الي ��ا ی�ا��ه غ�ه�اص

 )74( xxx,W d�(�)
  

�

�
 =�ƶ,�

�(�)

 d�(�)
  

�

�
 =� �y,x 

(�)  
�

�
  =�[ƶ�] 

(�)
 -  =�[�ƶ] 

(�)
  

 K(ƶ)ح�� 
(�)��dق�س في الأل�اف ، الت��ل   �

ی�عل�  ال�� ���ل عامل ال��ونة  

  م� ال��قات  kل��ي لع�د لالأل�اف ��قاومة 

   )75(                                                 1L �(�) 11C  =d�(�)
  

11C ،ل �ارام�� وس�� ��لي له علاقة ���اصفات  �ت��ل عامل م�ونة خاص لل�ادة���

                         علاقة ���� الأل�اف في �ل ��قة له لل�ادة ف��لا ال�اخل�ة

)Farhat and Soldatos,2015(.  

 ن���ةفي  على ال��� ال�الي  (The Shear Stress)  ت� ص�اغة إجهاد الق� 

(Farhat and Gwila,2017).  

)76    (         
���

��� d�(�)
  

�

�
 - = xxxW, d�(�)

 
�

�
 - ƶx � ���

�  =��ƶ 
(�)

  

)77 (             
���

���  d�(�)
  

�

�
  = xxxW, d�(�)

 
�

�
 + ƶx � ���

�  =�ƶ� 
(�)

  

             في ن���ة على ال��ل ال�الي م��لات الق�� وم��لات الع�وم ع�ض ك�ل� ت�

(Farhat and Gwila,2017). 

= ∫ ��  
�/�

��/�
 d ƶ   ( 78)   ,      � �

� = ∫ ��  
�/�

��/�
 ƶ d ƶ        (79) ��

�  

)80                                         (� �
�
 =

�

�
 ∫ � ��   

�/�

��/�
 d ƶ  
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�ولإ��اد معادلات الات�ان ب�لالة درجات ال���ة  وال�ي ��لها ن���ل على درجات ال���ة  �,

�           ن���ة ال�ع�وضة ن���ا في (ال�اك�) وذل� �ال����� في معادلات الات�ان �,

Soldatos )2009و���ل م�ا�� مات� اس���امه في ه�ه ال�رقة ( Farhat and Gwila                             

  -أن: ن���وال الازاحة ال�ع�وضة ف�ها وفقا ل (2017)

 )81(                                               0  =��,�
�  

 )82(   q (x)  =� �,��
�

  +� �,��
�  

  ع�� Farhat and Gwila  (2017) ورقة� ال���ة ال��فقة وال����رة في وال��و   

x=0 ، 1x=L : وهي �ال�الي  

��أو   uإما 
  ت��ن مع�اه    �

�أو  �إما  �,�
�

 +� �,�
  ت��ن مع�اه �

�أو  �xإما  �
�

 +� �
  ت��ن مع�اه �

ال�ع�وضة  (Navier – type differential equations)معادلات ناف�� ���ا یلي 

ع�� إ��اد ال�ل ال�اك� ب�لالة م���ات ) Farhat and Gwila )2017 �رقةالفي 

  .دوال الازاحة وال���قات ال��ئ�ة لها

)83( = 0  xxxW,  ���
� -   xx,u   ���

�  

)84(               (x)q=   xxxxW, )���
�

  (-   xxx,u   ���
�  
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  -ح�� أن:

(���
�  , ���

�  )  =  ∫   
�/�

��/�
 ���

�  (1, ƶ ) d ƶ   

  وه�ا ی�د� إلى أن

 ���
�    =  ∫   

�/�

��/�
 ���

�  d ƶ                                            (85)  

���
�    =  ∫   

�/�

��/�
  ���

�   ƶ d ƶ                                         (86) 

  ك�ل�

 )87                                                 ( 11D+h d� 
�

�
    =D�� 

�
  

)88(                                                            ƶ d 2ƶ ���
� ∫   

�/�

��/�
= 11D 

���ح�� أن  
�

���ت��ل ان��اء الأل�اف،   
� ،���

ع�� ت��ل ع�امل م�ونة لل�ادة  �

  .ت��ل دالة ال��ل K  ،q(x) ال��قة

ة ) ت� ال���ل على ال�ل لل����مFarhat and Gwila )2017 في ه�ه ال�رقة

ال��ئ�ة وم� خلاله ت� ال��صل إلى ال��ائج الع�د�ة وت� ت�ض�ح تأث�� مقاومة ال�فاضل�ة 

  .الأل�اف لل��ي م� خلال ه�ه ال��ائج

  ال��ي�أل�اف تقاوم مق�اه ل��ائل ال����ة ال��نة  (Exact Solution)إ��اد حل�ل فعل�ة  - 4.2

ص���ة م�نة  ان��اء ت� دراسة Farhat and Soldatos (2015) ال�رقة ال����ةفي    

ولها ��ل  ƶفي ات�اه  hفي ح�ود ن���ة ال��ونة ال���ة وال����ة لها س�� ثاب� 

�أخ� ُ�ع� ���� مقارنة �ال��ل ال���هي ال�� ق�  yو�ه�ل الات�اه في  xم��هي في ات�اه 
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وفي ه�ا ال��ع م� ال��ائل ���� اع��ار ال�قا�ع م� ال����ة ال��از�ة  xفي ات�اه 

  وال����� ال����ف .لها ع�ض ��او� وح�ة واح�ة (Beams)�ق��ان  x ƶلل����� 

(middle plane)  ه� ال�����Oxy  عائلة م� الأل�اف �ح�� أن ال����ة مق�اه

            ��ع�مة ب��ا�ةال Oxوال��از�ة ل���ر  للان��اءال������ة ال�قاومة 

pported)uimply sSimply S(  ال����ة ع�� ح�ودx=0  ،1x=L   

 �الإضافة yفي ه�ا ال��ع م� ال��ائل ال��ص�فة أعلاه �ل ال���ات لا تع��� على 

  ت�او� صف�. yإلى أن دالة الإزاحة في ات�اه 

أن م�ألة م�ض�ع ال��� في ح�ود ن���ة ال��ونة ال���ة فإن ال����ات غ�� ح�� 

 -ع�ف� ��ا یلي: للانفعالال�ف��ة 

exx =U,x =
��

��
                                                          (89) 

)90(                                                                    
��

�ƶ
   = � ,ƶ=   ƶƶ e  

)91(                                                 
��

��
+  

��

�ƶ
=    � ,�+    ƶ, U=   ƶx2e 

U W,  ت��ل دوال الإزاحة(displacement functions)  في الات�اه��x  ،ƶ  على

 ��Kف � ال��م��ت��ل الع�د ال�لي لل��قات و���ا یلي س���  Nوأش�� إلى أن  .ال��الي

  ت��ل ال��قة ال�فل�ة لل����ة . K=1ف��لا ع��ما K=1,… N  ح�� 

ال�ال�ة              ال����اتورد في 

)Soldatos,2009;Soldatos,2013;Spencer and soldatos,2007 ( ن���ة

ت��ن  )The Couple-stress( م���ات الإجهاد �ع� مقاومة الأل�اف لل��ي أن

  في �ل ��قة. ةغ�� م��اثل
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 the symmetric part of the stress)ح�� أنه ت� وصف ال��ء ال���اثل 

components)   قان�ن ه�ك وال����ر في ن���ات م� م���ات الاجهاد �اس���ام 

)Soldatos,2009;Soldatos,2013;Spencer and soldatos,2007 ( على

 ال��ل ال�الي:

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡��

(�)

�ƶ
(�)

T (�ƶ)

(�)
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢���

(�)
���

(�)
o

���
(�)

���
(�)

o

o o ���
(�)

⎦
⎥
⎥
⎥

⎣
⎢
⎢
⎡��

(�)

�ƶ
(�)

2��ƶ
(�)

⎦
⎥
⎥
⎤

                           (92) 

  وال�اتج م� حاصل ض�ب ال��ف�ف��� �ال�الي:

)93                                     (�ƶ
(�)

 ���
(�)

+��
(�)

 ���
(�)

  =��
(�)

  

)94(                                 �ƶ
(�)

 ���
(�)

+��
(�)

 ���
(�)

  =�ƶ
(�)

  

 )95(            )  
��

��
+  

��

�ƶ
  ( ���

(�)
 2 = 2��ƶ

(�) ���
(�)

  =T (�ƶ)

(�)
  

���ح�� أن  
(�)

م� ال��قات  kت��ل أر�عة معاملات م�ونة م��قلة لع�د  

ل����ات الاجهاد                          ���اثلالغ�� ك�ل� ت� ع�ض ال��ء 

(th anti - symmetric part of the stress components)   في ال����ات

  -ال�ال�ة:

)Soldatos,2009;Spencer and soldatos,2007 (على ال��ل ال�الي:  

)96(                                                       � ��,�
(�) 

�

�
  =T [�ƶ]

(�)
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�ب���ا  ��
(�)

�ف��ة ن���ة الغ��  )couple-stressال��دوج ( ت��ل م���ات الإجهاد 

على ال��ل  Soldatos (2009) مقاومة الال�اف لل��ي وال�ي ت� ص�اغ�ها في ن���ة

  ال�الي:

)97   (                          
��� (�)

��� d�(�)
 

�

�
-  =�ƶ

�(�)

 d�(�)
 =� ��

(�)
  

�ƶح�� 
�(�)

  ���ل تق�س (ان��اء) الأل�اف 

    d�(�)
ووح�ة  k لل��قة لل��ي ال�� ی�عل� ��قاومة الأل�افال��ونة  ���ل معامل

  وال�� وصف �ال��ل ال�الي:�ع�ه هي وح�ة ق�ة 

                                  11

( )
k

kfd C L                         (98) 

 ���ح�� 
�   �Kادة ال��قة ���ل معامل ال��ونة ل  

  على ال�ي � ال�اخل�ة لل�ادة و���ل �ارام�� "وس��" ��لي له علاقة ���اصفات ���

  س��ل ال��ال له علاقة ���� الفای�� "أل�اف" ل�ل ��قة .

 على ال��ل ال�الي (the shear stresses)ت� ص�اغة م���ات اجهاد الق�  ك�ل�

 .(Farhat and soldatos,2015) في ن���ة

 

k kk
xz xzxz

              
  

 T T T                                                       (99) 

 

k kk
zx xzxz

              
  

T T T                                                       (100) 

              في ن���ة على ال��� ال�الي وت� ص�اغة معادلات الات�ان "ال�اك�"

(Farhat and Soldatos,2015).  
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 )101(                              0  =  T [�ƶ],ƶ 

(�)
 -   T (�ƶ),ƶ 

(�)
  +��,�

(�)
  

 )102(                                0    =�ƶ,ƶ 
(�)

 +   T [�ƶ],� 

(�)
  +T (�ƶ),x

(�)
  

  وال�ي ���� إعادة ��اب�ها على ال��ل ال�الي:

)103(                                   0   =
� T

[�ƶ] 

(�)

�ƶ
   -  

� T (�ƶ) 

(�)

�ƶ
  +

���
(�)

��
  

 )104(       = 0  
��ƶ

(�)

�ƶ
 +

� T
[�ƶ] 

(�)

��
   +  

� T (�ƶ) 

(�)

��
  

) Farhat and Soldatos )2015 وال��و� ال���ة ال��فقة وال����رة في ن���ة

  ك�ا یلي:

q(x)     ,       �ƶ (x,  
��

�
 )  =0                     (105)= �ƶ (x , 

�

�
 )  

)106(            )  =0         
��

�
(x,   T ƶ�,            0=) 

�

�
 ,(x  T ƶ�   

ت��ل دالة ال��ل وال�ي ت�ث� ���ل م�عام� على ال��ح العل�� لل����ة  q(x)أن ح�� 

  -�ال��غة ال�ال�ة: Farhat and Soldatos (2015) ووصف� في ن���ة

)  107(  )Mxsin (    ∑ q�
�
� � �q(x) =      

M= m π /L    ,   (m=1,2,…) 
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                   ب��ا�ة وال��و� ال���ة في حالة أن ال����ة م�ع�مة

(Simply Simply supported)  ع�� نها�ة ح�ود ال����ةx=0  ،x=L  وصف�

  ك�ا یلي:

                           (108)0  =L , ƶ ) (,   ��     0  =0 , ƶ ) ( ��  

 (109)   0  =L , ƶ ) (,   W     0  =0 , ƶ ) ( W 

 (110)   0  =L , ƶ ) (,   � ��     0  =0 , ƶ ) ( � ��  

        Farhat and Soldatos (2015) ل�ها في ورقةإ��ائج ال�ي ت� ال�ص�ل الإن أه� 

  وال�ّ�اغ على ال��ل ال�الي: (exact solution)ه� ال���ل على ال�ل الفعلي 

 e��  ƶ 
(�)

x) π X  cos ( m ) 3L M 
�

�
 - 

��� 
� ���� 

�

��� 
�M (   2h �� 

� ∑ �� 
��

�� �=   
(k)U 

 e��  ƶ 
(�)

x) π ( m sin) X   ��
(�)�

 
��� 

�

��� 
�  - 2M 2hh  (  ∑ �� 

��
�� �=  (k) W 

 ��ح�� أن 
 (k=1,…N , i=1,2,3,4 )ت��ل أر�ع ث�اب� اخ��ار�ة  �

ت� إ��اد ال�ل الفعلي ل��ألة ان��اء ال����ة ���و�  Pagano (1969) في ن���ة

ع��ما الال�اف غ��  (Simply Simply supported)ح��ة ت��ى دع� ب��ا�ة 

  f(d(0=ه�  Soldatos (2009) ال�� �ه� في س�ة مقاومة لل��ي أ� معامل

           اس���م  ذإوال�ل الفعلي ال��ار ال�ه ت� اس���امه ل�عای�ة ن�ائج ن���ات تق����ة 

ع�فة ل��ق� م� ال��ائج" ل�لزال �����م ���ل م��ف ب�اس�ة الع�ی� م� ال��اث " وما

 م�� دقة ال����ات (ث�ائ�ة ال�ع� واحاد�ة ال�ع�).
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  :ه�ه ال����ات وم�

(Cho and parmerter,1993; Disciuva,1986; Disciuva,1992;He et al. 

,1993; Heucr,1992;Lee et al.,1994;Li and Liu,1995; Savoia,1995;Lu  

and Liu,1992;Noor and Burton,1989;Ping et al.,1994; Reddy,1984; 

Shimpi andGhugal,1999;Soldatos,1992;Soldatos and Watson,1997; 

Touratier,1991). 

         ال�ل الفعلي ت� ف�ها إ��اد Farhat and soldatos (2015) أما في ن���ة

)Exact Solution(  في حالة أن الأل�اف مقاومة لل��ي أ� أن عامل ال��ونةfd   له

  .��� ت��لف ع� ال�ف�

في حالة أن الال�اف مقاومة لل��ي ���� أنه ل�ع�فة دقة  تق����ة ك�ا ی�ج� ن���ات

                ن���ة ن�ائ�ها �ال�ل الفعلي ال����ل عل�ه في فإنها تقارن  ال��ائج

Farhat and soldatos (2015) :وم� ه�ه ال����ات  

(Aydogdu et al.,2021; Farhat and Gwila,2017; Ferdorova and 

Bursa, 2016; Soldatos et al.,2019; Soldatos,2020; Soldatos and 

Farhat, 2016). 
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  :ال�ات�ة 5.2-

اف لل��ي �قاومة الأل�ال�ي لها علاقة � ت� في ه�ا الف�ل دراسة �ع� الأوراق ال����ة

ائ�ة ع�� ان��اء ال����ة في ن���ات ال��ونة ث� وت� دراسة تأث�� مقاومة الأل�اف لل��ي

  .)D)،(1-D-2ال�ع� وأحاد�ة ال�ع� (

       في ورقة ) ال�� ت� إ��ادهexact solutionو��ل� ت� ��ا�ة ال�ل الفعلي (

Farhat and Soldatos )2015ل�ل ه�ا ا ل��ي) ل����ة م�نة مق�اة �أل�اف تقاوم ا

الفعلي ال��ار إل�ه ت� اس���امه ل�عای�ة ن�ائج ال����ات ال�ق����ة وال�ي لازال �����م 

 ب�اس�ة الع�ی� م� ال��اث ل�ع�فة دقة ه�ه ال����ات.
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  الف�ل ال�ال�

  العلاقات الأساس�ة ل����ة ت��ه الق� ال��ل��ة

  مق�مة -1.3

  دوال الإزاحة ال��ل��ة -2.3

  الإنفعال والإجهاد في ن���ة الق� ال��ل��ة -3.3

  معادلات الإت�ان في ن���ة الق� ال��ل��ة -4.3

  اس���اج معادلات الات�ان ل����ة م� ��قة واح�ة ذات أل�اف م�نة -5.3

 ال�ات�ة -6.3
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 مق�مة  -1.3

ل��اسة ازاد اس���ام ش�ائح الأل��ن��م ال�ق�� �الأل�اف ���ل ���� في ال����قات 

ي كل ال��ارات ���� ق�تها العال�ة، وال��ادة فالل�زن م�ل م���ات الف�اء ال��� و��

ع�ل ون��ا لإن�فاض م.��قات في م��لف اله�اكل ال��ائح او الاس���ام م���ات م� 

ال�عامل إلى  transverse shear modulus)الع�ضي ( معامل الق� ال���ع�ض

) ، فإن تأث��ات ت��ه الق� ت��ن أك�� in – plane modulus (ال�اخلي  ال��ح

 )transverse loadsلأح�ال الع�ض�ة (ل�ع�ض تفي ال�فائح ال����ة ال�ي  حاً وض� 

(shimpi  and Ghugal ,2001)  

       الق��انلان��اء  ال�لاس���ة ب�ن�لي -أو�ل� أن ن���ة ال�ع�وف م�

                            (the classical Eular - Bernoulli theory) 

فهی  الق� ل�ل�ت��اهل أث� ت��ه  )ETBوال�ع�وفة �اس� ال����ة الأول�ة للإن��اء (

علی  ت����) لأنها Slender beamsم�اس�ة في حالة ال��م ال���عة (ال���قة) (

  م�عام�ة ت�قى  Xل���ر ل � ال��عام�ة على ال����� ال��از  تأن ال������ا اف��اض

                   الع�ضی ك�ا هي أث�اء الان��اء و�ع�ه م�ا �ع�ي أن انفعال م�عام�ة الق�

) transverse shear strain(  .او� صف���  

 ال����ةو في حالة ال�فائح ال����ة  أقل دقةه�ه ال����ة ت�د� إلى ن�ائج  ��ال�الي

  .����ةح�� ت��ن تأث��ات الق� 

                                                       وت���ش����ورایلي  ن ب���ا� 

)Bresse,1859; Rayleigh,1877; Timoshenko,1971(  ال�اح��� ال�ی�

  ��ة.ت��ه الق� والق��ر ال�اتي ال�وار في ن���ة ال�� م�ل  اه���ا �ال�أث��ات ال���قة
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�ر أك�� ����� م� تأث��ات الق� ح�� أ�ه� ت���ش���� أن تأث�� الق� الع�ضي

 �فائح.لال�اتي ال�وار على اس��ا�ة الاه��از الع�ضي ل

) �ف��ض أن ���ن ت�ز�ع انفعال الق� ثاب� Timoshenko )1921 في ه�ه ال����ة

 ی وس��هاومای� مان��ناتاكان�،.رغ� س�اكة ال����ة ل�ل� ی��ل� عامل ت���ح الق�

  )Manjunatha,kant,1993; Maiti,Sinha,1994; Vinayak,1996( وف��اك

 ذات ال��قة ال�اح�ة ال��اف�ة ون���ات الق� وأخ�ون اس���م�ا ن���ات ت��ه الق�

 ةل���اثالغ�� �ل�ل رقائ� ال����ة ال���اثلة و ) في تHSDTذات ال�ت�ة العال�ة (

����قة لل�ل ح�� أن ه�ه ال����ات (ال���هي) واس���م� ���قة الع��� ال���د 

  .ك�الات خاصة

ن���ة ال����ة ذات ال��قات ) Levy,1877;Stein,1986( وش�ای� ل�في ر��ّ 

ال�وال ال��ل��ة ل����ل تأث�� ال��اكة وتق��� ت�ز�ع  م����ماوع�� ع� م�ال الإزاحة 

مقارنة شاملة  )Liu and Li )1996 ولي م ل��الإجهاد الق�ي ع�� ال��اكة ��ل� ق�ّ 

(ال�قائ�)، اس��ادا إلى ف�ض�ة الإزاحة ال�ي ت��� على أه��ة ن���ات ل����ات ال��ائح 

) ��ا ق�م�ا سل�لة م� ن���ات ذات ش�ه Layerwise theoriesذات ال��قات (

  ).��quasi - layerwise theoriesقات (

               ) ن���ة الإجهاد الق�ي ب�� ال��قاتLu and Liu )1992 ول��  ��ر ل�

�� على ه�ه ال����ة تع� ��ع�اله�مي ال��ل الو�ائف س���ام ا�  الال��ن��م)ش�ائح  (

  .ادرجات ال���ة العال�ة لها ل�ل� فهي معق�ة ح�اب� وع�د ال��قة

                              ةق� ت� ت���� مع�� ن���ات ال��ق ال�راسات إلى أنه ت���

(the layerwise theroies)  "الع�ض�ة ال���اثلة ال�ي ت�ع�ض لل�قائ� "ال��ائح

  للان��اء الاس��اني.
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 لإزاحةل م�غ��ات ثلاثة م� أك�� وج�د مع العال�ة ل�ل� فإن ن���ات ذات درجات ال���ة

ع�م  ابح� ی�� ل� إذا م��اثلة غ�� " ال����ة" ت��ن  ع��ما �ا��ة وغ�� فعّالة غ��

  ال��اس� في ال���� ���ل ص��ح في ال����ة.

ات ذات ال���� �اس���ام م��اثلة غ�� ص���ة مع ی�عامل ال�� ال���ي الع�ل ����

   )Shimpi and Ghugal,2001(ال��قات س���ن صع�.

 ةال��ل�� الق� ت��ه ن���ة) Shimpi and Ghugal )1999 وغ�غال ش��ي ��ر لق�

  .ال��قا�عة" ال��ائح" ال�قائ��ة ال��م ان��اء ل��ل�ل) LTSDT-1( ال��قات ذات

 م� عان�) Shimpi and Ghugal )1999 لل����ة الإزاحة دوال فإن ذل� ومع

 ه�ا زالةولإ ال����ة ات�اه ��ل على م��ق�ة غ�� م��اق�ة ن�ائج وج�د في ال�لل

                          Shimpi and Ghugal ال����ة ه�ه في لل��قات الإزاحة دوال ت���� ت� الق��ر

)2001) (1-LTSDT (م� أقل ال����ة ه�ه في الأول�ة ال��غ��ات ع�د أن ح�� 

 لىإ ال�اجة یلغي ل�ل� الأولى ال�رجة م� الق� ت��ه ن���ات في ال��غ��ات ع�د

 الإزاحة �الم ال��اكة في �ح�اث�اتو  ال����ة ال�الة اس���ام س��� الق� ت���ح عامل

 اس���ام م� م�اش�ة الق� إجهاد على ال���ل ���� ل�ل� الق� ت��ه ل��اب

 ����ةال وأسفل أعلى في الق� إجهاد م� ال�ال�ة ال���ة ��و�ال وت�ق�� العلاقات

  .ب�� ال��قات الق� اس���ار�ة ت�ق�� و

) Shimpi and Ghugal )2001 وفي ه�ا الف�ل س��� ذ�� ما ی�عل� �ال�رقة ال����ة

لق� ا�وال الإزاحة ال��ل��ة و��ل� م���ات الانفعال والإجهاد ل����ة م� م���ات ل

ة ومعادلات الات�ان له�ه ال����ة و��ل� س��� اس���اج معادلات الات�ان ل����ة ال��ل��

  م� ��قة واح�ة ذات أل�اف م�نة.
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  دوال الإزاحة ال��ل��ة -2.3

ت�ألف م�  ) Shimpi and Ghugal )2001 إن ال����ة ال��روسة في ن���ة   

   (Layer1 and Layer2)��قة أولى و��قة ثان�ة  (two layers)��ق��� 

  لها أ�عاد وهي: (Layer1)ال��قة الاولى 

 X ≤ L    ,   -b/2  ≤  y  ≤   b/2   ,   -h/2 ≤  ƶ   ≤  0   ≤ 0  

  أ�عادها ��ا یلي: (Layer2) ال�ان�ةال��قة 

X ≤ L    ,   -b/2  ≤  y  ≤   b/2   ,   0 ≤  ƶ   ≤  h/2    ≤ 0  

ه�ه  hه� ��ل ال����ة وارتفاعها  Lهي اح�اث�ات �ارت���ة و��ل�  y , x , ƶب���ا 

  .q(x)ال����ة تع�ض� ل��ل ع�ضي 

  أع��� ��ا یلي: (The Displacement Functions)إن دوال الإزاحة 

(1)         ( )x) ]  
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
sin( 2+C 1+ h[ C  

��

��
h) ∝  -  ƶ(  -  =) ƶ, �()1(U  

)(2          ( )x) ]   
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
+ sin( 3[ C + h  

��

��
h)  ∝ -  ƶ(  -  =) ƶ, �()2(U  

(3) W(�)= w(�)  

  ح�� أن:

 )1(U ,  )2(U  هي م���ات الإزاحة في ات�اه� 

) ت��� إلى ال��قة الأولى وال��قة ال�ان�ة 2) ، (1والأرقام الف���ة ( w x  هي دالة

   ƶالان��اء للأسفل في ات�اه 
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( )x  1ال�وران (ال��اء) ع�� مق�ع ال����ة وح�� هي دالة,C2,C3C , ∝  هي

  -ث�اب� وردت في ن���ة الق� ال��ل��ة ��ا یلي:

 

 

   

(1)

2 22

1 2

(2)

1

    1 2   
sin       sin        2      cos      

1 2  1 2  1 2 

    1 2   
2      cos     

1 2 

E
c C

C
EE

E E

  







              
                                             













   

 

 

2

12

 
cos      

 0.5 1 2 

  0.5   cos      
1 2 

G
C

G





  
     

    
 

  

                                                   (5) 

 

 

     

 

2 2
1

21 2

1

3

    1 2   
sin sin  2   cos

1 2  1 2  1 2 

1 2      
2 cos

1 2 

C C
E

C
EE E

E

  







               
                                                   

        (6) 

 

   

   

2 1

2 1

1

4    

E E

E E

 
    

                                                                  (7) 

  

  -ح�� أن:

 youngs moduli of Layer (1))���ل معامل ال��ونة ال��لي (�)�,(�)�  

and  Layer(2))  

 � (�),�  Shear moduli of Layer (1))نة الق�ي و ���ل معامل ال��  (�)

and  Layer(2))  

(4) 
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ال�ع�وف ر�اض�ا  (Neutral axis coefficient) لدال��عا معامل ال���ر ∝

 .)�7ال�عادلة (

  الانفعال والإجهاد في ن���ة الق� ال��ل��ة -3.3

  الإنفعال في ن���ة الق� ال��ل��ة: 1.3.3

 Normal and transverse)لق� ت� ص�اغة الانفعال الق�ي الع�ضي والع��د� 

shear strains) على ال��ل ال�الي: الأولى وال�ان�ة في ال��قات-  

 (Normal strain) الع��د�أولاً: الانفعال 

ه� ��ارة ع�  (Layer1)لل��قة الأولى  )(Normal strain ع��د�الانفعال ال -

  -أ� أن: �xال���ة لــ   u(1)الإش�قاق ال��ئي ل�الة الإزاحة 

(8)          ] 
�Ø

��
)

ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
(sin  2+C1C+ h  [   

���

���
h)  ∝ - ƶ( -   =

��(�)

��
   =∈�

(�)
  

ه� ��ارة ع�  (Layer2) ال�ان�ةلل��قة  )(Normal strainالانفعال الع��د�  -

  -أ� أن: �xال���ة لــ   u)2(الإش�قاق ال��ئي ل�الة الإزاحة 

(9)  ] 
�Ø

��
)

ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
(sin +  3C+ h  [  

���

���h)  ∝ - ƶ( -   =
��(�)

��
   =∈�

(�)
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 (Transverse shear strains) الع�ضيالق�ي  الانفعالثان�اً: 

ه�  (Layer1)لل��قة الأولى  )Transverse shear strains(الانفعال الق�ي  -

مع الإش�قاق  �xال���ة لــ  wال��ئي ل�الة الان��اء لأسفل  الاش�قاقحاصل ج�ع 

  .�ƶال���ة لــ  u(1)ال��ئي ل�الة الإزاحة 

                                          )10(    -إذن:
��

��
   +

��(�)

�ƶ
   =ɣ�ƶ

(�)
  

   �ƶال���ة لــ  u(1)ل�الة الإزاحة  ال��ئي��ال�الي فإن الاش�قاق 

)
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
cos (  (X)Ø   )

� /�

�.��∝
  

�

�
( 2h C  +

���

��
   =

��(�)

�ƶ
    

)11)              (
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
cos (    )    

�

(1+ 2∝)
( (x)Ø 2C  +

���

��
   =

���

�ƶ
    

 دالة الان��اء و��ل� الاش�قاق ل�الة الإزاحة w x  ال���ة لــ�x 

)12                                                             (
��

��
   =

��

��
 

لل��قة الأولى  )Transverse shear strains(الع�ضيالانفعال الق�ي  و�ه�ا فإن

(Layer1) :ال�ع��� س���ن�-  

��

��
   +

��(�)

�ƶ
   =ɣƶ�

(�)
  

                
��

��
)+

ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
cos (    )    

�

(1+ 2∝)
( (x)Ø 2C   +

���

��
  =  

)13(                            )
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
cos (    )   

�

(1+ 2∝)
() x(Ø 2C   =  
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لل��قة ال�ان�ة  )Transverse shear strains( الع�ضيالانفعال الق�ي  -

(Layer2) 2(ه� حاصل ج�ع الاش�قاق ال��ئي ل�الة الإزاحة(u  ال���ة لــ�ƶ   مع دالة

الان��اء لأسفل  w x  ال���ة لـ�x.  

  ه�ا �ع�ي أن:

)14(                                                     
��

��
   +

��(�)

�ƶ
   =ɣƶ�

(�)
  

  -ه� ��ا یلي:  �ƶال���ة لــ    u)2(��ال�الي فإن الاش�قاق ال��ئي ل�الة الإزاحة 

)              
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
cos (    )  

�

2
  

1/ℎ

(0.5− ∝)
( (x)Øh   +

���

��
   =

��(�)

�ƶ
  

)15(                )     
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
cos (    )    

�

(1− 2∝)
((x) Ø   +

���

��
  =  

الإزاحة دالة الان��اء الأن الاش�قاق ل�الة  w x  ال���ة لـــ�x  

��

��
   =

��

��
 

 ال�ان�ة لل��قة) Transverse shear strains( الع�ضيإذن الإنفعال الق�ي 

)Layer2( ه� 

��

��
   +

��(�)

�ƶ
   =ɣƶ�

(�)
 

                    
��

��
) + 

ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
cos (    )    

�

(1− 2∝)
( (x)Ø   +

���

��
 = 

)16( )                        
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
cos (    )    

�

(1− 2∝)
( (x)Ø    =  

  )2.3في ال��� ال�اب� (ك�ا  ∝،  C2,C3C,1  ��� ال��اب� ح��
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  الإجهاد في ن���ة الق� ال��ل��ة 2.3.3 

الأولى وال�ان�ة لل��ق���  Shimpi and Ghugal  (2001) ورد الإجهاد في ن���ة  

  -:ال�الي ال��� على

 (Normal stress) الع��د�أولاً: الإجهاد 

��ارة ع�  ه�) Layer1( الأولى لل��قة (normal stress) الع��د�الإجهاد  -

لل��قة   )strains) normalع��د� في الانفعال ال E(1)عامل ال��ونة  ض�بحاصل 

  وال�� ی�م� له �ال�م� ال�الي: (Layer1)الاولى 

)17                                                      (��
(�)

 (1)E   =��
(�)

  

  -) ن�� أن:1.3.3(م� ال���  

)18(     ]  
�Ø

��
  })

ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
(sin  2C+1C+ h  [  

���

���h)  ∝ - ƶ( -{  E(�) =

��
(�)

  

��ارة ع�  ه�) Layer2( ال�ان�ة لل��قة (normal stress) الع��د�الإجهاد  -

لل��قة    normal) (strainsع��د� في الانفعال ال E)2(حاصل ض�ب عامل ال��ونة 

  وال�� ی�م� له �ال�م� ال�الي: (Layer2) ال�ان�ة

  

)19                                                      (��
(�)

 )2(E   =��
(�)
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  -) ن�� أن:1.3.3وم� ال��� (

)20(    ]  
�Ø

��
  })

ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
(sin  +3C+ h  [  

���

���h)  ∝ - ƶ( -{  )2(E  =��
(�)

  

 (Transverse shear stress) الق�ي الع�ضيثان�اً: الإجهاد 

) Layer1( الأولى لل��قة (Transverse shear stress) الق�ي الع�ضيالإجهاد 

لل��قة الاولى  في الانفعال الق�ي  G)2(حاصل ض�ب عامل ال��ونة الق�ي  ه�

(Layer1)  وال�� ی�م� له �ال�م�τƶ�
(�)

 : 

)21                                                        (ɣƶ�
(�)

 )1(G =τƶ�
(�)

 

 ) ن�� أن 1.3.3وم� ال��� (

     })
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
( cos  

�

(���∝)
 Ø(x)   2{  C  )1(G =τƶ�

(�)
  

)22(     )
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
( cos+   

� (�)�

���∝
 Ø(x)   2C    =τƶ�

(�)
  

 ال�ان�ة لل��قة (Transverse shear stress) الق�ي الع�ضيالإجهاد و��ل� 

)2Layer (حاصل ض�ب عامل ال��ونة الق�ي  ه�)2(G لل��قة  في الانفعال الق�ي

على ال��ل ال�الي في ن���ة  وردوال��  (Layer2)ال�ان�ة 

(Shimpi,Ghugal,2001)  : 

ɣƶ�
(�)

 2)(G =τƶ�
(�)
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  ) ن�� أن:1.3.3وم� ال��� (

     })
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
( cos   

�

���∝
 {   Ø(x)  2)(G =τƶ�

(�)
  

    (23)    Ø(x) 
� (�)�

���∝
   cos (

�

�
 

ƶ /��∝

�.��∝
)  =τƶ�

(�)
  

  .في ال��ق���ع�امل م�ونة لل�ادة  1(G ,(2)G(, E ,(2)E)1( ح�� أن 

  معادلات الات�ان في ن���ة الق� ال��ل��ة -4.3

           في ن���ة الق� ال��ل��ة على ال��ل ال�الي ت� ��ا�ة معادل�ي الات�ان

)Shimpi and Ghugal,2001(.  

  

 )24 (         0   =
�

�
  -   

��Ø

���  1D - 
���

���  

)25  (      0   =Ø  3+ D   
��Ø

���  2D - 
���

���  

                         ن���ةعلى ال��ل ال�الي في ذ��ت  )Constants(ث�اب�  1D , 2D , 3D , Dح�� أن 

)Shimpi and Ghugal,2001(:  

3bh (2)E �) = 2+ A 1D= (A 

�= (  
�(�)

�(�)  
 )  (

�

��  
  +  

∝

�  
  +  

∝ �

�  
)  +  (  

�

��  
  -  

∝

�  
  +  

∝ �

�  
   )   

  

    )    
�����

�����
= (   3), D   

�����

�����
= (   2D ),   

�����

�����
= (   1D 
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tegration (Layer1 inث�اب� ال��امل لل��قة الأولى   A2,A3,A4A,1ح�� أن 

constants)  ت��ن ��ا یلي في)Shimpi and Ghugal,2001(  

(
2

3
1

)1 
4    

1
24 2  

A bh E
 
  
 

 
      

2

1 2(1)3
2

2

1 1 2  
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1 2  

      cos       ]
1 2

C C
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
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


              
       
 

    
   
   

    
  

 
   


 

   

2
(1) 13

3 1 2

21 2   1 2  
  2        cos       ]     1       sin      

2 1 2 4 0.5

C C
A bh E C C

 
 

       
       
       

 
 
 
 

       
   

  

2(1)
2

4
1 2  

         1       sin
4 1 2 0.5

CbhG
A

 


      
     

    


   


  
 

 integration constants) 2(Layerك�ل� وردت ال��اب� ال��امل�ة لل��قة ال�ان�ة 

1B,2B,3B,4B  في ال����ة على ال��ل ال�الي )Shimpi,Ghugal,2001(.  

(
2

3
1

)2 
4    

1
24 2  

B bh E
 
  
 

 
    

2

(2) 3
3

2

1 1 2  
                 1 sin      

8 2 1 2 
1 2  

      cos      
1 2

C
B bh E







              
       
 

    
   
   

    
  

 
   


 

 

(

3 3

2
) 33 1 11 2   1 2    2      cos           1       sin      

2 1 2 4 0.5
B bh E

C
C  

 
       
                

 
 
 
  

         
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2(2)

4
1 2  

         1       sin
4 1 2 0.5

bhG
B

 


     
     
     

   


  
 

 )Shimpi and Ghugal )2001ن���ة ال���ة في ت� ال���ق لل��و� ك�ل� 

, ع�� ال��� ال�ال�ة وأع��� 0x L x  :على ال��ل ال�الي  

  =  Or   w  is prescribed            0   (مع�اة)
��Ø

���  1D -   
���

���   )i 

      is prescribed    (مع�اة)
��

��
Or         0  =  

�Ø

��
  1D -   

���

���   )ii 

  =  Or   Ø  is prescribed            0(مع�اة)   
�Ø

��
  2D -   

���

���   )iii 

  اس���اج معادلات الات�ان ل����ة م� ��قة واح�ة ذات أل�اف م�نة -5.3

 )Shimpi and Ghugal )2001 س��� أخ� دوال الإزاحة ال�ع�وضة في ن���ة

ما ی��ت� على ذل� م� انفعال واجهاد ول�� في حالة أن ال����ة م� ��قة وا��اد 

  واح�ة ، وفي حالة أن الأل�اف م�نة.

  ح�� أن ال��� س���ن في حالة ص���ة م� ��قة واح�ة فق�.

  دوال الإزاحة ال�����مة هي: -

)26() Ø(x) ] 
ƶ /��∝

�.��∝
 

�

�
sin (  2+C1+ h [ C 

��

��
h)  ∝ - ƶ (  -  =) ƶx ,  (1U  

)27(  w (x)  =) ƶx ,  (3U  

  -وال�ي ���� اعادة ص�اغ�ها ر�اض�اً على ال��ل ال�الي وذل� �ف�ض أن:

 h)∝  (ƶ  - =ƶ  
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  ما یلي: ƶم�ا ی��ت� على ذل� �ال���ة لأ�عاد ال����ة أو الق��� �ال���ة لل��غ�� 

1 1

2 2

,
2 2

2 2
h h

h h
Z h h

h z h z
z Z h

   



    

    
   




  

       
 

 (28) 

  )27)، (26) في دوال الإزاحة (28ال�عادلة (و�ال�ع��� ع� 

   ) Ø(x) ] 
ƶ�∝ �� ∝ �

�

�.��∝
 

�

�
sin (  2+C1+ h [ C 

��

��
   ƶ  -  =) ƶx ,  (1U  

   ) Ø(x) ]  
ƶ�∝��∝�

�(�.��∝)
 

�

�
sin (  2+C1+ h [ C 

��

��
   ƶ  -  =  

  -ف���ح دوال الإزاحة على ال��ل ال�الي:

)29(         )Ø(x) ]  
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (  2+C1+ h [ C 

��

��
   ƶ  -  =) ƶx ,  (1U  

)30( w (x)  =) ƶx ,  (3U  

  )30)، (29الان س��� إ��اد الاش�قاق ال��ئي ل�وال الإزاحة (

  U,11وال�ي ی�م� لها �ال�م�  �xال���ة لـــ  ƶx ,  (1U (ن��� ال�الة 

)31(       )  
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (   

�Ø

��
 2+ hC

�Ø

��
 1+ h C 

���

���
   ƶ  -=  

���

��
   =,11U  

 1,3Uوال�ي ی�م� لها �ال�م�  �ƶال���ة لـــ  ƶx ,  (1U (نق�م �اش�قاق ال�الة  -

)32(                       )  
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
) cos (   

� 

���∝
(   Ø(x) C�+  

��

��
 -  =3,1U  

وال�ي ی�م� لها �ال�م�  �xال���ة لــ  3U الإزاحةنق�م �إج�اء الإش�قاق ال��ئي ل�الة 

1,3U  

  أو
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)33     (                                                        
��

��
    =1,3U  

�اس���ام الق�ان��  (strain components)م���ات الانفعال  ح�ود إ��اد به�ا ����

 Farhat (2013) ال����راه  ال�ال�ة ال����رة في

) 34(   ��=   ��ƶ
� and   1,1u=   ��

�,     11,3U-  =��
�  ,  1,1U  =��

� 

 

)35  (         ��ƶ
�  

1
' z =  ɣ�ƶ  and  ��

� )ƶØ( + ��
�  ƶ + ��

�   =ε
�

 

 ) �اس���ام الق�ان��Stresses Componentsو��ل� ی�� إ��اد م���ات الإجهاد (

 )Farhat )2013 ال����راه  ال�ال�ة وال����رة في

)36      (                              ɣ�ƶ  ��� =τ(ƶ�)  , xε  ���
�  =x σ  

 ال�ع�وضة في الإزاحة ( م�ضع ال�راسة) مع ال�والح�� أنه ��قارنة دوال الإزاحة 

  :)ϕ�(ƶ) )The shape function ات�ح أن  Farhat (2013) ه ال����را 

)37(        )  
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (    2+ hC 1) = h Cƶ(1ϕ ,   )x(ϕ  =1u  

  �الاتي:  (strain component)م���ات الانفعال  ح�ود الان ی�� ا��اد

)38(         )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (   

�Ø

��
 2+ hC

�Ø

��
 1+ h C 

���

���
   ƶ  -=  

���

��
   =,11U =��

�
  

)39(                         
�Ø

��
    = 1,1u  =��

� ,    
���

���  -  =,113U =��
�  

 )40 (      )xØ(  =1u =��ƶ
�   
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      ��
� )ƶ(1ϕ+  ��

�  ƶ+  ��
�  =ε

�
  

              
�ƶ ���

���
  +)  

ƶ 

�(�.��∝ )
 

�

�
sin (   

�Ø

��
 2+ hC

�Ø

��
  1+ h C 

���

���
   ƶ  -=   

)    
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (   

�Ø

��
 2+ hC

�Ø

��
  1+ h C  

  أن: �و�ال�الي ن�

 )41(      )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (   

�Ø

��
h 2C2+ 

�Ø

��
  1h C2+ 

���

���
 ƶ2 -  =ε

�
  

) ع� 35نع�ض في ال�عادلة ( 
1
' z :أن ����  

)42(                           )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
( cos   2C 

� 

(���∝ )
  = 

1
' z  

  )35) في ال�عادلة (40) ، ال�عادلة (��42ال�الي نع�ض ع� (

)43(                     )xØ ( )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
( cos   2C 

� 

(���∝)
)(  =ɣ�ƶ   

  الع��د�س��� إ��اد م���ة الاجهاد 

  )36العلاقة ال�ال�ة ب�� معاملات ال��ونة �ال�عادلة (و�ال�ع��� ع� 
���

�

���
  - 11C  =���  

  :ال��ل ال�الي�  (stresses components)��اد م���ات الإجهاد لإ وذل�

 ]) 
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (   

�Ø

��
 2Ch2+ 

�Ø

��
  1h C2+  

���

���
 ƶ2 - [ ���   =x  
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)44() ]  
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (   

�Ø

��
 2+ 2hC

�Ø

��
  12h C+  

���

���
 ƶ2 -) [  

���
�

���
- 11C  (  =x  

  :ك�ا یلي  ��ƶ الق�يم���ة الاجهاد  وت��ن  

 ɣ�ƶ   ���    =��ƶ  

  ���=  66Cس�ع�ض ع�   

)45(               )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
( cos   )xØ( 

� 

���∝)
) (2C 66C   =�(�ƶ)   

ن���ة  في معادلات الات�ان ال����رة في ع� م���ات الإجهاد ��ع� الان �ال�

Soldatos )2009( ن���ة  وال��ا��ة ل�ل� ال�ع�وضة فيShimpi and Ghugal 

 �� الان�ن .ول�� ق�ل ذل� ��� ا��اد م��لات الق�� وم��لات الع�وم )2001(

  .الات�ان ول�� مع إه�ال ال��ف الا��� لأن م�ضع ال��� في حالة اس�ات��معادلات 

)64x)                                              (  msin (p   mq  =� �,��
�  

 0                                                      (47)   =��
� - � �,�

�  

 �اليعلى ال��ل ال الق�� وم��لات الع�وم وال�ي ذ��ت��� عل��ا ح�اب م��لات 

  .)Soldatos,2009في ن���ة (

)48 (  ∫ ��
�/�

��/�
ƶ dƶ                                                   =� �

�  

)49 (  ∫ ��
�/�

��/�
 ��(ƶ)  dƶ                                            =� �

�  

)50 (                                  ƶd ) ƶ(1�(�ƶ) Ø\ ∫
�/�

��/�
    =��

�  

�نق�م �إ��اد   �
  )48وذل� �ال�ع��� في ال�عادلة (  �
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ƶ) ] d
ƶ 

�(�.��∝ )
 

�

�
sin (   

�Ø

��
 2+ 2hC

�Ø

��
  1+ 2h C 

���

���
 ƶ2 -[  ƶ ∫  

�/�

��/�
   =� �

�  

 ƶ) ] d
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (  ƶ 

�Ø

��
 2+ 2hC

�Ø

��
 ƶ 1+ 2h C 

���

���
 ƶ�2 -[   ∫  

�/�

��/�
  =  

 )51(        ƶ) d
ƶ 

�(�.��∝ )
 

�

�
sin (  ∫   ƶ 

�/�

��/�
   

�Ø

��
  2+ 2h C 0  +

���

���  
��

�
 -  =  

  -���� نف�ض أن: ال��امل �ال����ءت����م ���قة 

  Ƶ          du= dƶ  =U  

 sin ( 
�

�
 

ƶ 

�(�.��∝)
)        V=  

��

�
  h(0.5+ ∝ ) cos ( 

�

�
 

ƶ 

�(�.��∝)
) =dv 

∫   ƶ 
�/�

��/�
sin ( 

�

�
 

ƶ 

�(�.��∝)
) dƶ = uv  - ∫ ��� 

  
ƶ 

�(�.��∝)
) 2

2

h

h
 

�

�
cos (  ƶ )∝h(0.5+   

��

�
 =  

  dƶ 
�

�
  h(0.5+ ∝ ) cos ( 

�

�
 

ƶ 

�(�.��∝)
)  ∫  

�/�

��/�
 +  

 )�51ال�ع��� ع� ال��امل في ال�عادلة (

� 

(���∝)
) 

�

�
) cos ( ∝(0.5+ 2h  

��

�
    =ƶd 

ƶ 

�(�.��∝)
) 

�

�
(  sin  ƶ  ∫  

�/�

��/�
   

 )52                                (
� 

(���∝)
) 

�

�
sin (  2)∝(0.5+ 2h  

�

��  + 

  )51) في ال�عادلة (52نع�ض ع� ال�عادلة (

     )
� 

(���∝ )
 

�

�
(  cos   

�Ø

��
  )∝(0.5+ 2C 3h  

��

�
   +

���

���  
��

�
 -  =� �

�  



65 
 

)53                              (
� 

(���∝)
) 

�

�
sin (  2)∝(0.5+  

�Ø

��
 2C 3h  

��

�� + 

 x) �ال���ة لــــ 53نق�م �اش�قاق ال�عادلة (

) 
� 

(���∝)
 

�

�
(  cos 

��Ø

���
 )∝(0.5+   2C3h  

��

�
    + 

���

��� 
���

�
   =� �,�

�  

)54              (
� 

(���∝)
) 

�

�
sin (  2)∝(0.5+  

��Ø

���
 2C 3h  

��

�� +  

 x) �ال���ة لــــ 54نق�م �اش�قاق ال�عادلة (

     )
� 

(�.��∝ )
 

�

�
(  sin   

��Ø

���
  )�∝(0.5+ 2C 3h  

��

��   +
���

���  
��

�
 -  =� �,��

�  

)55                        (
��Ø

���
  

� 

(���∝)
) 

�

�
(  cos) ∝(0.5+   2C 3h  

�

�
 - 

�نق�م �إ��اد  �
 )�49ال�ع��� في ال�عادلة (  �

 ])
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (  

�Ø

��
 2+ 2hC

�Ø

��
  1+ 2h C 

���

���
  ƶ 2-[   ∫  

�/�

��/�
 11Q =� �

�  

] ƶ) ] d
ƶ 

�(�.��∝ )
 

�

�
( sin  2+ hC 1hC [ 

ℎ���
� �Ø

��
2 + )

ƶ 

�(�.��∝ )
 

�

�
( sin 

���

���
 2hC ƶ2 - 

���

���
  1h C ƶ  2-[ ∫  

�/�

��/�
 11Q =� �

�  

 ] ƶ ]  d   
�Ø

��
   )

ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (  

�Ø

��
  2C1C ℎ�4+    )

ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin  (   ��

�2+ 2h    

dƶ )
ƶ 

�(�.��∝ )
 

�

�
sin (  ƶ 

���

���
  ∫  

�/�

��/�
   2hC2  -  ƶd 

���

���
 1h C ƶ ∫  

�/�

��/�
 2-[11Q =  

dƶ )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
sin (   ∫  

�/�

��/�
  

�Ø

��
 2C1C2h 4 +  ƶd 

�Ø

��
  ��

� 2h 2   ∫  
�/�

��/�
 +   

] dƶ )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
(  2sin  ∫  

�/�

��/�
  

�Ø

��
  ��

� 2h 2    +   
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  -) ن�� أن:52م� ال�عادلة (

 
���

���  
� 

(���∝)
) 

�

�
(  cos) ∝(0.5+ 2h  

��

�
 [22hC-2(0)-[ 11Q =� �

�  

 
�Ø

��
  ��

� 3h 2 + ] 
���

���
 

� 

(���∝)
) 

�

�
sin (  2)∝(0.5+ 2h  

�

��  +  

)56(                     ] dƶ )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
(  2sin  ∫  

�/�

��/�
  

�Ø

��
  ��

� 2+0 + 2h    

   sin)2(س�ف ی�� اس���ام ال���ا�قة ال�ال�ة لإ��اد ال��امل 

))� 
ƶ 

�(�.��∝)
(cos -(1  

�

�
=   )

ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
(  2sin  

 ��2sinال�الي فإن ت�امل 

ƶd )� 
ƶ 

�(�.��∝)
(cos -(1  ∫  

�/�

��/�
   

�

�
  =dƶ )

ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
(  2sin  ∫  

�/�

��/�
    

dƶ  cos (� 
ƶ 

�(�.��∝)
 ∫  

�/�

��/�
 1 dƶ  - 

�

�
   ∫  

�/�

��/�
   

�

�
 =  

                                      (57)  
�

�
 + 

���

��
 (0.5+ ∝ ) sin ( � 

� 

(���∝)
) =  

  )56) في ال�عادلة (57نع�ض ع� ال�عادلة (

���

��� 
� 

(���∝)
)  

�

�
) cos ( ∝(0.5+  2C 3h Q��[

�

�� =� �
�  

  
�Ø

��
  ��

� 3+ 2h  
���

��� 
� 

(���∝)
)  

�

�
(  sin 2)∝(0.5+  2C 3h 

���

��   
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  )58(      ] 
�Ø

��
   

� 

(���∝)
)  π( sin) ∝(0.5+  ��

� 
���

�
 ��

�  
�Ø

��
− 3h  +  

 x) �ال���ة لــ 58نق�م �إ��اد الاش�قاق لل�عادلة (

���

��� 
� 

(���∝)
)  

�

�
) cos ( ∝(0.5+  2C 3h Q��[

�

�� =� �,�
�  

  
��Ø

���  ��
� 3+ 2h  

���

��� 
� 

(���∝)
)  

�

�
(  sin 2)∝(0.5+  2C 3h 

���

��   

       ] 
��Ø

���   
� 

(���∝)
)  π( sin) ∝(0.5+  ��

� 
���

�
 ��

�  
��Ø

��� − 3h  +  

� 

(���∝)
)  

�

�
) cos ( ∝(0.5+  2C 3h 

�

��  [ Q��[
���

��� =� �,�
�  

    ��
� 32h[   

��Ø

��� +] 
� 

(���∝)
)  

�

�
(  sin 2)∝(0.5+  2C 3h 

���

��    

)59(           ]    ]  
� 

(���∝)
)  π( sin) ∝(0.5+  ��

� 3h ��
� −  

�

�
 3h  +  

��الان نق�م �إ��اد  
) في ال�عادلة 45) ، (42وذل� �ال�ع��� ع� ال�عادلة (   �

)50 (  

   )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
( cos   (x)Ø  

� 

���∝)
)(2C66C ∫  

�/�

��/�
   =��

�   

  ƶd)  )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
( cos    

� 

(���∝)
  2( C 

 ƶd  )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
(   2cos (x)Ø  

�� 

(���∝)�)(��
� 66C ∫  

�/�

��/�
   =  
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)60(  ƶd  )
ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
(   2cos  ∫  

�/�

��/�
   

�� 

(���∝)�) (Ø(x)  66C ��
�   =  

  س�ف ی�� إ��اد ال��امل �اس���ام ال���ا�قة ال�ال�ة:

] (
� ƶ 

(ℎ(0.5+ ∝)
)[ 1+ cos     

�

�
=   )

ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
(   2Cos 

ƶd] (
� ƶ 

(�(�.��∝)
)[ 1+ cos    

�

�
 ∫  

�/�

��/�
=    ƶ)  d

ƶ 

�(�.��∝)
 

�

�
(   2Cos ∫  

�/�

��/�
 

�

�
 + 

�

�
    h (0.5+ ∝ ) sin (π 

� 

(���∝)
)  =  

)61          (         
�

�
 + 

�

�
     (0.5+ ∝ ) sin (π 

� 

(���∝)
)  =  

  ) �ال�الي:60) في ال�عادلة (61نع�ض ع� ال�عادلة (

   
�� 

(���∝)�) (Ø(x)  66C ��
� 

�

�
  =��

�  

� 

(���∝)
)  π( sin) ∝(0.5+    

�� 

(���∝)�)  (Ø(x)  66C ��
� 

�

�
 +   

   
�� 

(���∝)�) (Ø(x)  66C ��
� 

�

�
  =��

�  

)62(            
� 

(���∝)
)  π( sin) ∝(0.5+    Ø(x)  66C   ��

� 
�� 

(���∝)� +   

)، 46) في معادلات الات�ان (62) ، (59) ، (55( س��� ال�ع��� ع� ال�عادلات

)47 (. 
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� 

(���∝)
)  

�

�
( sin 2)∝(0.5+  2C3h  

��

 ��[      +
���

��� 
���

�
  

���

���]   
� 

(���∝)
) 

�

�
) cos (∝(0.5+  2C3h  

�

� 
  -  

)63(                                                        )x m= q sin (P 

  
� 

(���∝)
)   

�

�
) cos (∝(0.5+  2C3h  

�� ��

�� 
  [  

���

���   

��Ø

��� + ]  
� 

(���∝)
) 

�

�
( sin 2)∝(0.5+  2C3h  

��� ��

�� 
  -  

� 

(���∝)
)]  π( sin) ∝(0.5+ ��

�Q�� 3h 
�

�� 
 -��

�Q�� 3+ h��
�Q��  3[ 2h   

� 

(���∝)
)] π) sin (∝(0.5+      66C ��

� (
�� 

(���∝ )�
)  +  

�� 

(���∝)�
)(  66C ��

�   
�

�
 [ –   

  0                                                               (64)) =Ø(x  

�عل معامل �لاً  �
���

���  ،
���

واح� وذل� �إج�اء ع�ل�ات ح�اب�ة ف���ح ��او�   ���

  معادلات الات�ان على ال��ل ال�الي �ع� ال��م��

)65(                                    x)  m= B  sin (P   
��Ø

���A    +
���

��� 

  

                                     (66)   - D  Ø(x) =0   C  
��Ø

���  +
���

���  

  -ح�� أن:

� 

(���∝)
) 

�

�
( sin 2)∝(0.5+  2C3h  

��

�� 
 [    

��

�� 
A=   
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� 

(���∝)
) ] 

�

�
( cos) ∝(0.5+  2C3h  

��

� 
  

 

mq   
��

�� 
B=   

  

C= 
[ ��� ��

�  � ��  ��
� � 

�

� 
  ����

� (�.�� ∝) ��� (� 
� 

(���∝ )
)

    [ 
�

�� 
  ���� (�.�� ∝)��� �

�

�
 

� 

(���∝ )
�� 

��

�� 
   ���� (�.�� ∝)� ] 

    

D= 
[  

ℎ

2
  �2

2 C66  �  
�2 

(1+ 2∝)2�   + (
ℎ� 

(1+ 2∝ )2)  �2
2 C66   (0.5+  ∝) sin (π 

1 

(1+ 2∝ )
)]    

 Q11[ 
4

�2 
  h3C2 (0.5+  ∝)cos �

�

2
 

1 

(1+ 2∝)
�−  

16

�2 
   h3C2 (0.5+  ∝)2 ] 
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 ال�ات�ة -6.3

) وال�ي Shimpi and Ghugal )2001 دراسة ال�رقة ال����ة في ه�ا الف�ل ت�

ت���� على العلاقات الأساس�ة ل����ة ت��ه الق� ال��ل��ة وال�ي ی��ت� عل�ها دوال 

الإزاحة ال��ل��ة وم���ات الانفعال والإجهاد في ن���ة الق� ال��ل��ة و��ل� معادلات 

 و��ل� ت� في ه�ا الف�ل اس���اج معادلات الات�ان ن���ة الق� ال��ل��ة.في الات�ان 

                           ل����ة م� ��قة واح�ة ذات أل�اف م�نة وت� مقارن�ها ��عادلات الات�ان ال����رة في 

)Shimpi and Ghugal,2001(. 
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  الف�ل ال�ا�ع

  

ن��اء لا  Shimpi and Ghugal )(2001 ����ة الق� ال��ل��ةل دراسة

  مق�اة �أل�اف تقاوم ال��يص���ة م�نة 

  مق�مة – 1.4

اس���ام دوال الإزاحة في ن���ة الق� ال��ل��ة في حالة أن الأل�اف مقاومة  -2.4

  لل��ي.

مع���ی� على معادلات الإت�ان وال�����ة ح�ود  Navierاس���اج معادلات  -3.4

  الأل�اف لل��ي. مقاومة لها علاقة �قابل�ة

 إ��اد حل م���مة معادلات تفاضل�ة "معادلات الإت�ان" -4.4

  ع�ض ال��ائج ال����ل عل�ها ل����ة م�نة ذات أل�اف مقاومة لل��ي -5.4

  ال�ات�ة -6.4
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  مق�مة -1.4

 في الف�ل ال�ال� س��� ت���� ه�ه ال����ة م� خلال دراسة ن���ة الق� ال��ل��ة

ول�� في ه�ا الف�ل ل����ة م�نة  (Displacement field)�اس���ام م�ال الإزاحة 

على ال��ح العل��  مع�ضة ل��ل اس�ات��يو  ل�اف تقاوم ال��يفي حالة أن الأ

وس�����م معادلات الإت�ان ال�ع�وضة في الف�ل ال�اني وال����رة في ، لل����ة

  .)Soldatos,2009ن���ة (

ن في ن���ة الق� ال��ل��ة في حالة أ س�ف ی�� في ه�ا الف�ل اس���ام دوال الإزاحة

الأل�اف مقاومة لل��ي و���اد م���ات الانفعال وما ی��ت� عل�ها م� م���ات الإجهاد 

 Navier و��ل� س��� ف�ها اس���اج معادلات ال���اثل وم���ات الإجهاد غ�� ال���اثل.

اف مة الأل�وال�����ة ح�ود لها علاقة �قابل�ة مقاو مع���ی� على معادلات الات�ان 

 ))ت�انمعادلات الا((دلات تفاضل�ة او�ع� ذل� س�ف ی�� إ��اد ال�ل ل����مة مع لل��ي.

  و���اد ال��ائج الع�د�ة لها م�ض�ة �ال��ول وال��ل ال��اني.
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اس���ام دوال الإزاحة في ن���ة الق� ال��ل��ة في حالة أن الأل�اف مقاومة  -2.4

  لل��ي.

  -ال�َ�اغة وال����رة في الف�ل ال�ال� وهي على ال��ل ال�الي:دوال الإزاحة 

 )1(          Ø(x)]   (
�

�

ƶ 

(�(�.��∝)
) sin 2+C1= +h [ C 

��

��
  ƶ -)= ƶ(x,  1U  

)2)= w(x)                                                         ( ƶ(x ,  3U  

في الف�ل ال�ال� على ال���  (Strain components)م���ات الانفعال ت� ا��اد 

  ال�الي:

)3 ( (
ƶ 

(�(�.��∝)
)  

�

�
(  sin 

�∅

��
 2+ hC 

�∅

��
  1+ hC  

���

���  ƶ -  = 1,1U =��
�  

)4(                                                  
����

���  = 11,3U    =��
�  

)Ø(x  =1u      ;   1,1u    =��
�  

  ��ال�الي

)5                                                                 (
�∅

��
   =��

�  

)6)                                                      (Ø(x   =1u    =���
�  
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 )7( (
ƶ 

�(�.��∝)
))    

�

�
(  sin 

�∅

��
 2+ 2 hC 

�∅

��
  1+ 2 hC  

���

���  ƶ2 -  =ε�  

)8(                    (
ƶ 

�(�.��∝)
)) 

�

�
(  cos  Ø(x)  2C   

� 

(���∝)
)(  =γ�ƶ  

ول�� الاجهاد في الف�ل ال�ال�  (Stress components)ت� ا��اد م���ات الاجهاد 

  ���اثل ���ن على ال��� ال�الي:الغ��  الع��د�

  
���

�

���
 -  11C=  ���;               ε�   ���  =σ�  

  )7ال�عادلة ( و�اس���ام

)9 (   ] ) (
ƶ 

�(�.��∝ )
)  

�

�
sin (  

�∅

��
 2+ 2 hC 

�∅

��
  1+ 2 hC  

���

���
  ƶ2 - [ ���  =σ�  

  -ن�ج� الإجهاد الق�ي غ�� ال���اثل على ال��ل ال�الي:

(10)                                                  66= C  ���,     γ�ƶ ���   =τ(�ƶ)  

 )8م� ال�عادلة (  γ�ƶ نع�ض ع� 

(11)          -] (
ƶ 

�(�.��∝)
) ) 

�

�
(  cos Ø(x) 2C 

� 

(���∝)
)[(  ��� =τ(�ƶ)  

   الي:��ال�  ���نع�ض ع�  

(
ƶ 

�(�.��∝)
) )               (12) 

�

�
(  cos )x(Ø 

� 

(���∝)
)(  2C 66C =τ(�ƶ)  
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 (equilibrium equations)معادلات الإت�ان  -3.4

 ��� عل��ا إ��اد معادلات الات�ان ال����رة في ن���ة  w، Ø ال���ة ل���ی� درج�ي

Soldatos (2009)  ب�لالة�  ،Ø  وم��قاتها وال�ي ��لها ���� ال���ل على ال�ل

  .الاس�ات��ي

)(13                                 )x msin (P mq     =� �,��
�

 +� �,��
�  

 0                                                       (14)  =��
�  -  � �,�

�  

ت� ا��اد م��لات الق�� وم��لات الع�وم في الف�ل ال�ال� على ال��� ال�الي 

 Soldatos (2009) �اس���ام الق�ان�� ال�ال�ة ال����رة في ن���ةوذل� 

∫  
�/�

��/�
  σ� ƶ d ƶ                                                             (15)  =� �

� 

∫  
�/�

��/�
σ�  ��(ƶ) d ƶ                                                     (16)  =� �

� 

��
� = ∫ �(�ƶ) ��

� (ƶ) �ƶ
�/�

��/�
                                                               (17) 

ت� ال��صل إلى ال��غة ال�ال�ة وذل� �ع� إج�اء ع�ل�ة ال��امل و��ل� الاش�قاق ال��ئي 

  ��ا ورد في الف�ل ال�ال�: �xال���ة لــ 

� 

(���∝)
) 

�

�
( sin 2)∝(0.5+  2C3h 

��

��[ +
���

��� 
��

�
 -  =� �,��

�                          

��∅

���  ] )
� 

(���∝)
 

�

�
( cos) ∝(0.5+  2C3h 

��

�
  

                  )
� 

(���∝)
 

�

�
( cos) ∝(0.5+  2C3h 

�

�� [ ���[
���

���  =� �,�
�  

��
�  3h +  ��

� 3[2h 
��∅

���+] 
� 

(���∝)
) 

�

�
( sin 2)∝(0.5+  2C3h 

���

��  

(18) 
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 )19       (                    ]  ]   )
� 

(���∝)
 

�

�
( sin) ∝(0.5+  ��

�3h 
��

�
   

��
� = �(�)[

ℎ

2
��� ��

�  
��

(1 + 2�)�
+  

ℎ�

(1 + 2�)�
  ��

� ��� (0.5 + �) 

sin (
�

����
)]                                                                 (20) 

 ح�اب ن الال�اف مقاومة لل��ي ل�ل� ��� عل��احالة أ فيم��� ه�ا الف�ل 

� �
�

 Soldatos (2009) في ن���ة ال����ر �القان�ن  

                                                              ƶ d   12m  ∫  
�/�

��/�
 =� �

�
 

  أن: ح��

  
���

���=   3,11U      ,       3,11U   fd -= 12m 

  ��ال�الي:

                                                             ƶ d  
���

���  fd - ∫  
�/�

��/�
 =� �

�
 

  
���

��� h fd -  =� �
�

 

�ن���  �
�

  �xال���ة لـــ   

  
���

���   fhd-   =� �,�
�

 

�ك�ل� ن���  �,�
�

 �xال���ة لـــ   

 )21(   
���

���   fhd-   =� �,��
�

 



78 
 

) ����لات الق�� 15)، (14( ��� في معادلات الات�ان "ال�اك�"الان س��� ال�ع

  ���ل على ال�الي:�ف )21(،)20)،(19)،(18وم��لات الع�وم (

   

 
�

(���∝)
) 

�

�
sin(  )�∝(0.5+  2C3h  

��

��()  +  fhd-  
���

�
    (

���

��� 

)22(           x)  msin (P mq   =
��∅

���  
� 

(���∝)
) ) 

�

�
) cos( ∝(0.5+   2C3h 

�

�
  -   

 
� 

(���∝)
) 

�

�
) cos( ∝(0.5+   2C3h 

����

��   (  
���

��� 

� 

(���∝)
)) 

�

�
( sin   2)∝(0.5+  ���2C 3h 

���

�� 

)
�

�

� 

(���∝)
)(sin) ∝(0.5+��

����
3h 

�

�
 -��

���� 3h+��
���� 3( 2h 

��∅

���  +  

25( Ø(x)=0 ) ) 
� 

(���∝)
 π) sin (∝(0.5+ 66C ��

� 
�� 

(���∝)�
+  

�� 

(���∝)�
   ��� ��

�
  

�

�
 ( -  

��عل معامل   
���

ومعامل    ���
���

��او� واح� وذل� �إج�اء ع�ل�ات ح�اب�ة "    ���

عادلات م لل�عاملات ال��ض�ة لاحقا ل�أخ�س��� ال��م��  لل�ه�لةالق��ة وال��ب" و 

  :ال��ل ال�الي الات�ان

)24                   (
�

�
=  mx)     ;    P   

�

�
= B sin (     

��∅

���A  +
���

���  

)25                                     (0  ) =Ø(x   C  
��∅

���   - E +
���

���  

  ح�� أن:

� 

(���∝)
) 

�

�
( sin   2)∝(0.5+   2C3h 

��

��  [ )  
��

��� ����  
(  =A  

)26                           (  ] 
� 

(���∝)
) 

�

�
( cos  ) ∝(0.5+   2C3h 

��

�
  

(23) 
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B= 
���

��� ����  
                                                           (27) 

  

 C =
 ��� �1

2 ���  � 
�

�
 �� ��� (�.�� ∝)���� � 

� 

(���∝ )
�����2

2 ��� 

   
�

�� ���2��� (�.�� ∝)���� 
�

�
 

� 

(���∝ )
� 

� ��

��  ���2��� (�.�� ∝)� ��� � 
�

�
 

� 

(���∝ )
� 
 

)28(  

  

E =

ℎ

2
  �2

2 ���  
�2 

(1+ 2∝ )2  +  
ℎ� 

(1+ 2∝ )2 �2
2 ���(�.�� ∝)���� � 

� 

(���∝)
�  

�

�� ������� (�.�� ∝)���� 
�

�
 

� 

(���∝)
� 

� ��

��  ������� (�.�� ∝ )�  ��� � 
�

�
 

� 

(���∝)
�
 (29) 

 

  "م���مة ال�عادلات ال�فاضل�ة " معادلات الات�انإ��اد حل  -4.4

لل��اع�ة في ا��اد و   ∅،  w ال���ة يل�ل م���مة ال�عادلات ال�فاضل�ة و���اد درج�

                              ن���ة ن����م الف�ض�ة ال����رة في  ∅،  wال��اه�ل 

Shimpi and Ghugal (2001)  

)30   (                                           x)   
�

�
(   sin  1W(x)= w 

)31     (                                         x)   
�

�
(    cos 1∅(x)=  ∅  

  ث�اب�  ∅1w  ،1ح�� أن  

نلاح� أن ه�ا ال��ل لل�ل ��ق� ال��و� ال���ة في حالة دع� ال����ة ���ل ���� 

)Simply SupportedSimply  ع�� (, 0x L x  على ال��ل  وال�ي وردت

  ):Farhat,2013(ال����راة  في ال�الي

(0, ) 0 , ( , ) 0x xz L z    

(0, ) 0 , ( , ) 0w z w L z   
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  نلاح� 

  ) على ال��� ال�الي:31)، (30الان س�ف ی�� اش�قاق ال�عادل��� (

x)   
�

�
(  cos  1w  

�

�
    =

��

��
 

x)   
�

�
(  sin  1w  

��

�� -   =
���

��� 

x)   
�

�
(  cos  1w  

��

��  -  =
���

��� 

x)   
�

�
(  sin  1w  

��

��    =
���

���  

  

x)   
�

�
(  sin  1∅  

�

�
  -  =

�∅

��
 

x)   
�

�
(   cos 1∅  

��

�� -   =
��∅

��� 

x)   
�

�
(   sin 1∅  

��

��    =
��∅

��� 

) و��ل� 25)، (24الان س��� ال�ع��� ع� ال���قات ال�ا�قة في معادل�ي الات�ان (

  ) 31نع�ض �ال�عادلة (

)32( x)  
�

�
(  = B sin  x)   

�

�
(  sin  1∅  

��

�� A     +x)   
�

�
(sin  1w  

��

�� 

)33( x) = 0  
�

�
cos (   1∅E  -x)   

�

�
cos (   1∅  

��

��
  C -  x)  

�

�
cos ( 1w  

��

��
  - 
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  ) sin) على 32ال�عادلة ( ��في�ق��ة 
�

�
  x)   33ال�عادلة ( ��فيو��ل� �ق��ة (

  ) cosعلى  
�

�
  x) -   ل على ال�الي:�ف��� 

)34              (                            = B   1∅  
��

��A    +  1w  
��

��  

)53           (                     0 =1∅+  E    1∅  
��

��C     +  1w  
��

��

  عامل م���ك  ∅1) على ال��� ال�الي �أخ� 35ال�عادلة ( ة��ا����� 

                                  0 =)  
��

��( E+C     1∅  +1w  
��

��  

                                         )  
��

��( E+C     1∅-  =1w  
��

��  

)36(                                        )   
��

��������(   1w  
��

��  = 1∅  

  

  )34في ال�عادلة (   ∅1نع�ض ع�  

 
4 3 3

14 3 2 2   
w A B

L L L L E C

  



 
 
 
 

 
 

 

 
 

4 2 2 6

1 4 2 2

L E C A

L L E C
w B

  



  



 
 
 
 


  

 
 

4 2 2 2

1 4 2 2

L E C

L L E C

A
w B

  



 



 
 
 
 


  

 -��ال�الي فإن:

 
 

4 2 2

1 4 2 2 2

BL L E C

L E C
w

A



  


 


                                              (37) 
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) لإ��اد 37في ال�عادلة ( 1wنع�ض ع� 
1  

 
 

 
 

 

2 23 4

1 3 2 4 2 2 2

2 23 4

42 2 2 2 2

   

 

   

 L

L E C

L E C

L E CBL
w

L E LC A

L E CBL

L E C A


   


  

 
  
 

 
 
  










 


 

 


 

 

 
3

1 2 2 2L E C

BL

A


   
                                                 (38) 

 نع�ض ع� ���ة
1 1
,w ) 31) ، (30) في الف�ض�ة (38( ,)37م� ال�عادل���(  

 
 

2 24

( ) 4 2 2 2

   
sinx

L E C

L E CBL
w x

LA

 
  

 
 
  

 
                                 (39) 

 
3

( ) 2 2 2
cosx

L E C

BL
x

LA




   

 
 
 

                                    (40) 

 
 

2 24

4 2 2 2

   
cos

L E C

L E Cdw BL
x

dx L LA

 
   

 
 
 

 
  

 
 

2 23

3 2 2 2

   
cos

L E C

L E CBL
x

LA

 
  

 
 
 

 
                                 (41) 

 و��ل� نع�ض w, الآن �����ا أن نع�ض ع� درج�ي ال���ة
dw
dx

في دوال  

  )2) ، (1الإزاحة (
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 
 

   

2 23 3

1 13 2 2 2 2 2 2
( , z)

   
cos cos

L E C L E C
x z

L E CBL BL
U x hC x

L LA A

  
     

   
    

    

 


   
3

2 2 2 22 0.5
sin cos

L

z

E C

BL
hC x

h LA

 
   

             





        (42) 

 
 

4 2 2

3 4 2 2 2
( , z)

   
sin

L E C
x

BL L E C
U x

LA

 

  
 
 

 

 
                                    (43) 

معامل  fd) ت� ال��صل إلى ال�ل ال��ل�ب ف�لاح� أن 43)،(�42ال�عادل��� (

فع��  B,Aال��ونة ال�� له علاقة ��قاومة الأل�اف لل��ي م�ج�د في ال�عاملات 

ع� ����  )Displacement Functions(�� م��لفة في دوال الإزاحة ال�ع��� ��

ه�ا ال�ل ���� إ��اد م���ات الانفعال ال��ی�ة وم���ات الإجهاد ال��ی�ة و���اد ال��ل 

  ال��اني لها و��ل� ���� إ��اد ن�ائج ع�د�ة لها.

 :ع�ض ال��ائج ال����ل عل�ها ل����ة م�نة ذات أل�اف مقاومة لل��ي -5.4

ع�ض ال��ائج ال����ل عل�ها ل����ة ذات أل�اف مقاومة لل��ي ی�� في ه�ا ال��� 

وه�ه ال����ة مع�ضة ل��ل ع��د� على ال��ح العل�� لها وم�ع�مة ب��ا�ة 

)Simply Simply Supported(. 

��ل ت wهي دالة ال��ل،  ���qل س�� ال����ة،  hه� ��ل ال����ة،  Lح�� 

  )Difflection Functionدالة الان��اء (

 ت��ل �ارام�� وس�� ��لي له علاقة ��قاومة الأل�اف لل��ي ول�� ل�یها وح�ة �ع�. 

fd,وت�ج� علاقة ر�اض�ة ت��� ب��   ح�� fd  ل عامل ال��ونة ال�� ی�عل����

                                      ��قاومة الأل�اف لل��ي وال����رة في ال�رقة ال����ة

Farhat and Soldatos )2015:على ال��ل ال�الي ( 
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11/ /fh d hLC                         (44) 

���ل �ارام�� وس�� ��لي له  ���ل عامل ال��ونة خاص لل�ادة،  11C ح�� أن:

 علاقة ���اصفات ال�اخل�ة لل�ادة ف��لا له علاقة ���� الفای�� (الأل�اف)

  د�ة ال����ة ���ا یلي ت���� ���اصفات ال�ادة ال�ال�ة:كل ال��ائج الع�

/ 40 , / 0.5 , / 0.2 , 0.25LT T TT T LT TTE E G E G E
L T

       

,T L على ال��الي. ))الأل�اف((الات�اه ال��لي والع�ضي للفای��  ����ان إلى  

ال��ا�ات ال��اض�ة ب�اس�ة العلاقات الف���ائ�ة ال�ي ت��� ب�� معاملات ت��  ح��

ال��شة  )، و��ل� فيTing )1996ن���ة  في على ال��ل ال�الي ال��ونة وال�ي وردت

  .)2013( ووه�ي

(3 2 )
,

2( )
E

   


   


 
 

 

,
(1 )(1 2 ) 2(1 )

E E
 

  
 

  
 

  -ح�� أن:

E ) معامل ال��ونة ال��ليYoungs modulus(  

  ) ن��ة ب�اس�نPoisson ratio(  

,  لامي تمعاملا) parameters (Lame  

  

  



85 
 

  ع�ض ال��اول �ال��ائج: -1.5.4

 ��� ,
2

/T

L
zE w Lq 

 
 

 Farhat and Soldatos (2015) 

0   -4.213202591 -1.151061 

0.02   -1.380463094 -0.853909 

0.04   -0.8254638779 -0.6802105 

0.06   -0.5887598087 -0.566259 

0.08   -0.4575547173 -0.4857485 

0.1   -0.3741707795 -0.425839 

) ی�ضح ت�ز�ع دالة الان��اء1ج�ول ( w ذات أل�اف مقاومة لل��ي ع��ما س�� ال����ة ( م�نة ل����ةh / L = 0.25( 

ل����ة م�نة مق��  )w(الان��اء  الةال�اب� أنه ی�ضح ت�ز�ع دنلاح� م� ال��ول 

�hأل�اف تقاوم ال��ي ع��ما س�� ال����ة مقارنة ���لها ( / L= ) فع�� وضع 0.25

0   ه أن هه�ا �ع�ي أن ال����ة ذات أل�اف م�نة وغ�� مقاومة لل��ي ف�اضح�

�نة م� ��ن أن الأل�اف م ال����ة ���� أن ت�لح في حالة الأل�اف غ�� ال��نة أف�ل

0 ف�اضح أن   في ن���ةت��ن أق�ب Farhat and Soldatos )2015 ال�الي�� (

� �ع�ي الان��اء قل وه�ا ی�ل على ز�ادة مقاومة نلاح� أن ال��� نق� ��� ��ادة ب

0.06 ك�ل� نلاح� ع�� وضع ���ة.  الأل�اف   ق�ب ال���ة في ال��ول مقارنة

وضع  ك�ل� ع�� ). Farhat and Soldatos )2015ن���ة  �ال���ة ال��ا��ة لها في

���0.1ة  , 0.08    وه�ا ی�ل على ز�ادة مقاومة الأل�اف لل��ي ف�لاح� تقارب

لي ن�� أنه ��ال�ا.  )Farhat and Soldatos )2015ن���ة  ال��� ال��ا��ة لها في

 Farhat and Soldatos ل�ع�فة دقة ال�ق��� ت� مقارن�ها �ال��ائج الع�د�ة لل�رقة ال����ة

h() ع��ما س�� ال����ة مقارنة �ال��ل 2015( / L= 0.25( 

  � ال�رقة ال����ة.تل ���ل ���عي ل����ه ال�� ت� تق���ه جً�اوه�ا وج�نا ال�ق��� ق��� 
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  ع�ض ال��ائج �الأش�ال ال��ان�ة: -2.5.4

  

 س�� ع��ما) ل����ة م�نة ذات أل�اف مقاومة لل��ي Difflection Functionی�ضح دالة الان��اء () 1ش�ل (

h( ال����ة / L = 0.25(  

نلاح� م� ال��ل ال��اني ال�اب� أن ال����ة م�نة وذات أل�اف مقاومة لل��ي 

�ال��ل ) وس�� ال����ة مقارنة Supported Simply Simplyوم�ع�مة ب��ا�ة (

/ه�       ( 0.25h L (  

0فع�� وضع    فه�ا �ع�ي أن الأل�اف داخل ه�ه ال����ة م�نة وغ�� مقاومة لل��ي

0.02وع�� وضع ���ة . ف�اضح م� ال��ل ان��اء ال����ة م�اش�ة إلى الأسفل  

 .ن�عا ما مقارنة �ال�اب� وه�ا ی�ل على مقاوم�ها لل��ي نلاح� ان��اء ال����ة قلّ 

0.04وع�� وضع ���ة    نلاح� ان��اء ال����ة قلّ ����� مقارنة �ال�اب� وه�ا

0.06وع�� وضع ���ة  ی�ل على مقاوم�ها للان��اء.   نلاح� م� ال��ل أن ان��اء

  ال����ة قلّ أك�� ����� مقارنة �ال�اب� وه�ا ی�ل على مقاوم�ها لل��ي

 

/ Lx 
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0.08وع�� وضع ���ة    وال�� ی�ل على ز�ادة مقاومة الأل�اف لل��ي وال�� ی��ج

0.1فع�� وضع ���ة  ع�ه مع�َّل ان��اءأقل لل����ة   ه�ا ی�ل على ز�ادة أك�� و

ل ان��اء قل�ل جً�ا. ا زادت ف�اضح أنه �ل� في مقاومة الأل�اف لل��ي و���ج ع�ه مع�َّ

  ن�ج ع�ه نق� في الان��اء. ))زادت مقاومة الأل�اف لل��ي(() ���ة (
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  :ال�ات�ة -6.4

الثاني والثالث وذلك باستخدام دوال الإزاحة تم في ھذا الفصل الربط بین الفصل 

) مع Shimpi and Ghugal )2001 المثلثیة المذكورة في الفصل الثالث لنظریة

نفعال إیجاد مركبات الا ذلك تمر فرضیة أن الألیاف مقاومة للثني بعد الأخذ في الاعتبا

باستخدام بھا ومركبات الإجھاد وحساب محصلات القوى والعزوم وتم التعویض 

ستنتاج منظومة تم او) Soldatos )2009 معادلات الاتزان المذكورة في نظریة

  .والمتضمنة حدود لھا علاقة بقابلیة مقاومة الألیاف للثنينافیر التفاضلیة معادلات 

, صل فیھا للحل لھذه المنظومة وإیجاد درجتي الحریةالتووتم  w ئج وحساب النتا

العددیة لھا وذلك في حالة أن الصفیحة مرنة ذات ألیاف مقاومة للثني وسمك الصفیحة 

/( مقارنة بالطول 0.25h L ( . شكل وتم عرض ھذه النتائج موضحة بالجدول وال

                                 ومقارنتھا بنتائج الورقة البحثیةالبیاني ومناقشة ھذه النتائج، 

)Farhat and Soldatos,2015(. 
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  الف�ل ال�ام�

ع��ما  )Ferreira et al. )2005 ن���ة الق� ال��ل��ه �اس���ام دوال الازاحه

  ل��ىال�اف وم الأ تقا

  مق�مة -1.5

) Ferreira et al. )2005 ال�ع�وضة في ن���ة اخ��ار دالة الازاحة -2.5

  .ال�ي ت��ل معادلات الات�انواس���امها لل�ص�ل ل����مة ال�عادلات ال�فاضل�ة 

  . ))معادلات الات�ان((إ��اد حل م���مة معادلات تفاضل�ة  -3.5

ع�ض ال��ائج ال����ل عل�ها ل����ة م�نة م��ان�ة ال��اص ذات أل�اف  -4.5

  .مقاومة لل��ي

  .م�اق�ة ال��ائج -5.5

  .ال��ائج ال����ل عل�هاال�قارنة ب��  -6.5

  ال�ات�ة -7.5
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  مق�مة -1.5

��ة م�نة ل�� لل��ي س�ف ی�� في ه�ا الف�ل دراسة تأث�� ف�ض�ة مقاومة الأل�اف

����ة �رقة الالفي  ةال�����ممق�� �أل�اف تقاوم ال��ي وذل� �اخ��ار دالة الإزاحة 

Ferreira et al. )2005 م���ات الانفعال وم���ات ) و���اد ما ی��ت� على ذل� م�

) و�ع� ذل� س��� Farhat )2013ال����راة  الإجهاد م� خلال الق�ان�� ال����رة في

) Soldatos )2009 إ��اد م��لات الق�� وم��لات الع�وم ال����رة في ن���ة

) لل��صل Soldatos )2009 لل�ع��� بها في معادلات الات�ان ال����رة في ن���ة

  .ال�ا��ه لل��ألةل����مة معادلات تفاضل�ة 

ال�فاضل�ة �اخ��ار ش�ل خاص ل�وال الإزاحة  م���مة ال�عادلاتوس�ف ی�� إ��اد حل 

                    ���� ة في حالة دع� ال����ة ���ل��ق� ال��و� ال���

)Simply Simply Supported (وس��� ص�اغة و��ا�ة ال��ائج  ك�ا س���ح لاحقا

) Maple 18وذل� م� خلال ال��اول والأش�ال ال��ان�ة وذل� �اس���ام لغة ب�م�ة (

               ه ال����ةقمع ن�ائج ال�ر  قارن�هائج ال����ل عل�ها ومومقارنة ال��ا

)Farhat and Soldatos,2015( . 

مة � ) لل�ص�ل ل���Displacement Functionاخ��ار دالة الازاحة ( -2.5

  :ال�عادلات ال�فاضل�ة

       ال�����مه في )Displacement Functionت� اخ��ار دوال الإزاحة (

Ferreira et al. )2005(  :على ال��ل ال�الي-  

1U ( , ) sin ( )
dw z

x z z x
d x h


 

 
 

                                                        (1) 

3U ( , ) ( )x z w x                                                                        (2) 
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) ن����م الق�ان�� ال�ال�ة ال����رة Strain Componentsم���ات الإنفعال ( ولإ��اد

  )Farhat )2013 ال����راه  في

2
1

1,1 2U sinc
x

d w d zU
e z

x d x d x h
  

  
 


   


                                             (3) 

22
3

23,11 2
Uc

x

d wd U
k

d xd x
                                                                (4) 

1
1,1 1 1

; ( ) ; ( ) sina
x

z
x z

h

du
k u u

d x


 
 

    
 

                              (5) 

  -��ال�الي: 

a
x

d
k

dx


                                                                                (6) 

1 ( )a
x ze u x                                                                             (7) 

  -ح�� أن: 

1
( )c c a

x x x x+ z ze k k                                                         (8) 

1
( ) a

x z x zz e 
\

                                                             (9) 

) وال�ع��� �ال�عادلة 8) في ال�عادلة (6)،(5)،(4)،(�3ال�ع��� �الق�ان�� ال�ا�قة (

  )9) في ال�عادلة (7(

2 2

2 2sin sinx
d w d z d w d z

z z
d x d x h d x d x h

   
    

    
   

    

2

22 sinx
d w d z

z
d x d x h

 


  
   

  
                                                       (10) 

cos( )x z
z

h h
x

 
  

 
 

                                                                (11) 
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) �اس���ام الق�ان�� ال�ال�ة Stress componentsو��ل� ی�� إ��اد م���ات الإجهاد (

  )Farhat )2013 ال����راه  ال����رة في

11x xQ                                                                             (12) 

55( ) x zx z Q                                                               (13) 

) في ال�عادلة 11) وع� ال�عادلة (12) في ال�عادلة (10ال�عادلة (��ال�الي نع�ض ع� 

)13(  

2

211
2 sinx

d w d z
Q z

d x d x h
 


  
  

  
                                          (14) 

  -ح�� أن:

2
13

11 11
33

C
Q C

C
                                                                          (15) 

55( ) cos( )x z

z

h h
Q x

 
 

  
  
  

  

6655س�ع�ض ع� 
Q C 

66( ) cos( )x z

z

h h
C x

 
   

 
 

                                                (16) 

ي ف على ال��ل ال�الي ��� ح�اب م��لات الق�� وم��لات الع�وم وال�ي ذ��ت

  .)Soldatos,2009ن���ة (

2

2

h

h

c
x x z dzM 


                                                                       (17) 

2

2
1
( )

h

h

a
x x z dzM 


                                                                    (18) 

2

2
1( ) ( )

h

h

a
x x z z dzQ  


 

\                                                                  (19) 
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2

2

12

h

h

f
xM m dz


                                                                        (20) 

  -ح�� أن: 

2

12 3,11 3,11 2;f d w
m d U U

dx
                                                     (21) 

cنق�م �إ��اد 
xM ) 17وذل� �ال�ع��� في ال�عادلة(  

2

2

2
2

211
2 sin

h

h

c
x

d w d zM Q z z zd
d x d x h

 


  
  

  
    

2 2

2 2

2
2

211 11
2 2 sin

h h

h h

c
x Q d Q d

d w d z
M z z z z

d x d x h
 

 

 
  

 
                    (22) 

  مل ن����م ���قة ال��امل �ال����ءول��اب ال��ا

Let u z du dz    

cossin
z h z
d z

h h
dv v

 



   
   

   
    

2
2 2

2 2
2

cos cossin
h

h h

h h
h

z h z h z
zz d z d z

h h h

  

  


     
     

     
    

2

2

2 2

2 2

2
sin

h

h

h z h

h



 

 
 
 

                                  (23) 

  )22) في ال�عادلة (23نع�ض ع� ال�عادلة (

3 2 2

2 211 11

2
2 2

12
c
x Q Q

h d w d h
M

d x d x



   

   
   

  

3 2 2

2 211 11

4

6
c
x Q Q

h d w h d
M

d x d x





                                                       (24) 

aنق�م �إ��اد 
xM ) وح�اب ال��امل18وذل� �ال�ع��� في ال�عادلة ( 
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2

2

2
2

11 2
2 sin sin

h

h

a
x Q

z d w d zM z zd
h d x d x h

  


    
    

    
   

2 2

2 2

2
2

11 112
2 2sin sin

h h

h h

a
x

d
Q Q

d x

z d w zM z z zd d
h d x h

 
 

      
   

     

2 2

2 2

2

2

2
11 112 2sin sin

h h

h h

a
x

d w d

d x d x
Q Q

z zM z z zd d
h h

 
 

      
   

                (25) 

2sinل��اب ت�امل 
z
h
 

 
 

  -ن����م ال���ا�قة ال�ال�ة:  

2 1
1 cos

2

2
sin z z

h h
        

   
  

  -��ال�الي: 

2 2

2 2

2 1
1 cos

2

2
sin

h h

h h

dz dzz z
h h
 

 

       
   

   

2 2 2

2 2 2

2 1 1
cos

2 2

2
sin

h h h

h h h

dz dz dzz z
h h
 

  

       
   

    

2

2

2

2
sin

h

h

h
dzz

h




   
 

                                                                 (26) 

  )25) في ال�عادلة (26)،(23ع� ال�عادلة (نق�م �ال�ع��� 

2 2

11 112 2

2
2 2

2
a
x

d w h d h
M Q Q

d xd x




   
   

  
    

2 2

11 112 2

4a
x

h d w d
M Q hQ

d xd x




                                                         (27) 

aنق�م �إ��اد 
xQ ) وح�اب ال��امل:19وذل� �ال�ع��� في ال�عادلة (  

2

2
66 ( ) cos cos

h

h

a
xQ C x z z dz

h h h h
   




    
    
    

   
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2

2

2
2

66 2
( ) cos

h

h

a
xQ C x z dz

hh

 




 
 
 

                                                 (28) 

  -ول��اب ت�امل ن����م ال���ا�قة ال�ال�ة: 

2 1
1 cos

2

2cos z z
h h
        

   
  

  -��ال�الي: 

2 2 2

2 2 2

2 1 1
cos

2 2

2cos
h h h

h h h

dz dz dzz z
h h
 

  

      
  

    

2
h

                                                                (29) 

  )28) في ال�عادلة (29نع�ض ع� ال�عادلة (

2

66 2
( )

2
a
x

h
Q C x

h


  

 
 

  

2

66 ( )
2

a
xQ C x

h


                                                                     (30) 

fنق�م �إ��اد 
xM ) وح�اب ال��امل�20ال�ع��� في ال�عادلة (  

2

2

2 2

2 2

h

h

f f f
x

d w d w
M d d z d h

d x d x
                                                   (31) 

ن���ة  في على ال��� ال�الي ال����رة ))ال�اك�((س�ف ی�� اس���ام معادل�ي الات�ان 

)Soldatos,2009.(  

 , , sin ; 1 ,
fc

x xx x xx mxm m
M M q p x q p

L


                                   (32) 

, 0a a
x x xM Q                                                                          (33) 

,ولإ��اد 
c
x xM ) ال���ة لــ 24نق�م �اش�قاق ال�عادلة� (x  
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3 2

2

3 2

, 11 113 2

4
6

c
x x

h d w h d
M Q Q

d x d x




                                                      (34) 

,ولإ��اد 
c
x xxM ) ال���ة لــ 34نق�م �اش�قاق ال�عادلة� (x 

3 2

2

4 3

, 11 114 3

4
6

c
x xx

h d w h d
M Q Q

d x d x




                                                     (35) 

,لإ��اد 
f
x xM ) ال���ة لــ 31ن��� ال�عادلة� (x 

3

, 3
f f
x x

d w
M d h

d x
                                                                      (36) 

,لإ��اد 
f
x xxM ) ال���ة لــ 36ن��� ال�عادلة� (x 

4

, 4
f f
x xx

d w
M hd

d x
                                                                     (37) 

,لإ��اد 
a
x xM ) ال���ة لــ 27ن��� ال�عادلة� (x  

2

2

3 2

, 11 113 2

4a
x x

h d w d
M Q hQ

d x d x




 
                                                       (38) 

 ))ال�اك�(() في معادلات الات�ان 30)،(38)،(37)،(35الآن نع�ض ع� ال�عادلات (

)32)،(33(  

3 2

2

4 3 4

11 114 3 4

4
sin

6
fh d w h d d w

Q Q hd x
Ld x d x d x

 


 
    

 

                               (39) 

2 2

2

3 2

11 11 663 2
0

4
( )

2
h d w d
Q hQ C x

hd x d x

 



                                             (40) 

�أخ� 
4

4

d w

d x
  )39عامل م���ك في ال�عادلة ( 

3 2

2

4 3

11 114 3

4
sin

6
fd w h h d

Q hd Q x
Ldx dx

 


   
     

  

                                  (41) 
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 
2 2

2

3 2

11 11 663 2
0

4
( )

2
d w h d

Q hQ x C
hdx dx

 



   
      

   
                                (42) 

��عل معامل 
3 4

3 4
,

d w d w

d x d x
الق��ة ((��او� واح� وذل� �إج�اء ع�ل�ات ح�اب�ة  

) وس��� ال��م�� لل�ه�لة ف���ح معادل�ي الات�ان 42)،(41على ال�عادل��� ( ))وال��ب

  -على ال��ل ال�الي:

4 3

4 3 sin
d w d

A B x
dx dx L

  
 
 

                                                                                                                        (43) 

 
3 2

3 2
D 0

d w d
C x

dx dx


                                                                                                                (44) 

  -ح�� أن:

 
22

1311
11 11 1123 2 2

3311 11

;
246 4

6 6f f

ChQh
A Q Q C

Ch Q hd h Q d 

   
      

  


   

 

3
11

6
6 f

B
h Q hd

 
 

 



 

2 2

112
114 4

C hQ
h Q h
  

    
 

 
  

42 2
66

662 3
11 114 2 8

C
D C

h Q h h Q
      

     
    


  
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  : ))معادلات الات�ان((�فاضل�ة ال�عادلات الإ��اد حل م���مة  -5.3

ولل��اع�ة في إ��اد  و  wل�ل م���مة ال�عادلات ال�فاضل�ة و���اد درج�ا ال���ة 

w  و  ن����م الف�ض�ة ال�ال�ة ال����رة في ن���ة                                    

Shimpi and Ghugal )2001( 

1( ) sinw x w x
L
 

 
 

                                                        (45) 

2
( ) cosx x

L


   
 
 

                                                        (46) 

و  1wح�� 
2

 اب�ث��  

ل ��ق� ال��و� ال���ة في حالة دع� ال����ة ���ل ���� نلاح� أن ه�ا ال��ل لل�

)Simply SupportedSimply  ع�� (, 0x L x  على ال��ل  تي وردوال�

  .)Farhat,2013(ال����راه  في ال�الي

(0, ) 0 , ( , ) 0x xz L z    

(0, ) 0 , ( , ) 0w z w L z   

 -) على ال��� ال�الي:46)،(���45 اش�قاق ال�عادل��� (س

1 cos
dw

w x
dx L L

  
 
 

  

2 2

12 2 sin
d w

w x
dx L L

  
 
 


  

3 3

13 3 cos
d w

w x
dx L L

  
 
 


  

 

 

4 4

14 4
sin

d w
w x

dx L L
  

 
 


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2 sin
d

x
dx L L
  

  
 
 


  

2 2

2 2 2
cos

d
x

dx L L
  

  
 
 


  

3 3

3 3 2
sin

d
x

dx L L
  

  
 
 

  

  )44)،(43س��� ال�ع��� ع� ال���قات ال�ا�قة في معادل�ي الات�ان (

4 3

14 3 2
sin sin sinw x A x B x

L L L L L
    

     
     
     

                                                                 (47) 

3 2

13 2 22
cos cos D cos 0w x C x x

L L L L L
    

      
     
     

                                 (48) 

sin) على �47ق��ة ج��ع أ��اف ال�عادلة ( x
L
  

  
  

و��ل� �ق��ة ج��ع أ��اف  

cos) على 48ال�عادلة ( x
L
  

  
  

  :ف����ل على ال�الي-  

4 3

14 3 2w A B
L L
 

                                                                                                                                (49) 

3 2

13 2 22
D 0w C

L L
 

                                                                                               (50) 

) على ال��ل ال�الي �أخ� ����50 ��ا�ة ال�عادلة (
2

 عامل م���ك  

3 2

13 22
D+ 0w C

L L
 


 
 
 

   

  -إذن:

2 3

12 32
D+C w

L L
 


 
 
 

   

2 2 3

12 32

DL C
w

L L
 


 
 
 


   
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  -��ال�الي:

3 2

13 2 22 D
L

w
L L C





 
 
 

 


 

 

3
1

2 2 2D

w

L L C





 


                                                                                              (51) 

ع�  نع�ض
2

 ) 49في ال�عادلة(  

 

34 3
1

14 3 2 2D

w
w A B

L L L L C

 


 
 
  

 


 

 
 

4 2 2 6

1 4 2 2

D

D

L C A
w B

L L C

  



 
 
  





 

  -��ال�الي:

 
 

4 2 2

1 4 2 2 6

D

D

BL L C
w

L C A



  





                                               (52) 

  )51في ال�عادلة ( 1wنع�ض ع� ���ة 

 
 

 

4 2 23

2 2 2 4 2 2 6

D

D D

BL L C

L L C L C A




   

  
  
    




 
 

 2

3 4

4 2 2 2D

BL
L L C A




  

  
  
   





 

3

2 2 22 D
L B

L C A


  
 
  

 


                                                                                     (53) 

1نع�ض ع�  2
,w  ) 46)،(45) في الف�ض�ة (53)،(52م� ال�عادل���(  

 
 

4 2 2

4 2 2 2

D
( ) sin

D

BL L C
w x x

LL C A

 
  

 
 

  





                                  (54) 
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3

2 2 2( ) cos
D

L B
x x

L C A L



  

   
     

 


                                (55) 

ل�ي نع�ض في دوال الإزاحة ن��اج 
d w
d x

) ث� نع�ض 54أ� نق�م �اش�قاق ال�عادلة ( 

,ع�  ,d w
d x

w ) 2)،(1في دوال الإزاحة(  

 
 

2 23

3 2 2 2

D
cos

D

L Cd w L
B x

d x LL C A

 
  

 
 

  





                                (56) 

ــــــــــة ا ــــــــــا ال��� ,لآن ���ــــــــــ� أن نعــــــــــ�ض عــــــــــ� درج� w  و�ــــــــــ�ل� نعــــــــــ�ض عــــــــــ�

d w
d x

  وذل� لل�ص�ل لل�ل ال��ل�ب. )2)،(1في دوال الإزاحة ( 

 
 

2 23

3 2 2 21

D
U ( , ) cos

D

L CL
x z z B x

LL C A

 
  

 
 

  


 


 

 

3

2 2 2
sin cos

D

z L B
x

h L L C A

 
  

    
    

      





            (57) 

 
 

2 24

4 2 2 23

D
U ( , ) sin

D

L CBL
x z x

LL C A

 
  

 
 

  





                           (58) 

له علاقة ��قاومة الأل�اف لل��ي م�ج�د في  ال��  معامل ال��ونة fd نلاح� أن

        و���ج ع�ه اخ�لاف ع�� ال�ع��� ���� م��لفة في دوال الإزاحة B,Aال�عاملات 

)Displacment Functions) إ��اد ) 58)،(57) وع� ���� ه�ا ال�ل ����

م���ات الانفعال وم���ات الإجهاد ال��ی�ة و���اد ش�ل ب�اني لها و��ل� إ��اد ن�ائج 

  ع�د�ة لها.
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ن�ة ال��اص ذات ا�ئج ال����ل عل�ها ل����ة م�نة م�ع�ض ال��ا - 4.5

  :أل�اف مقاومة لل��ي

س�ف ی�� في ه�ا ال��� ع�ض ال��ائج ال����ل عل�ها ع�� ان��اء ص���ة م�نة 

ذات أل�اف مقاومة لل��ي ومع�ضة  )Simply Simply supportedم�ع�مه ب��ا�ه (

)ل��ل ع��د� على ال��ح العل�� لل����ة،  )q x .ت��ل دالة ال��ل   

  ) .5.4في ال��� ( ال��اصفات لل�ادةوم�اصفات ال�ادة ال�����مة هي نف� 

ت��ل �ارام�� وس�� ��لي له   ��ل ال����ة،  Lت��ل س�� ال����ة،  hح�� 

علاقة ��قاومة الأل�اف لل��ي ول�� ل�یها وح�ة �ع�. وت�ج� علاقة ر�اض�ة ت��� ب�� 

,fd   ح��fd ل عامل ال��ونة ال�� ی�عل� ��قاومة الأل�اف لل��ي وال����ر��� 

 .)Farhat and Soldatos,2015في ال�رقة ال����ة ( على ال��ل ال�الي

11/ /fh d hLC                          (59) 

���ل �ارام�� وس�� ��لي له  ���ل عامل ال��ونة خاص لل�ادة،  11Cح�� أن: 

هي دالة الان��اء  wعلاقة �ال��اصفات ال�اخل�ة لل�ادة ف��لا له علاقة ���� الأل�اف، 

)Difflection Function.( 

ال��ا�ات ال��اض�ة م� خلال العلاقات الف���ائ�ة ال�ي ت��� ب�� ح�� أنه ت�� 

  .وال�ي ذ��ت في الف�ل ال�اب� معاملات ال��ونة
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  :�ال��اول ع�ض ال��ائج -1.4.5

 ��� ,
2

/T

L
zE w Lq 

 
 

 Farhat and Soldatos (2015) 

0   -0.946763 -1.151061 

0.02   -0.6479724267 -0.853909 

0.04   -0.4925329544 -0.6802105 

0.06   -0.3972405370 -0.566259 

0.08   -0.3328438407 -0.4857485 

0.1   -0.286413348 -0.425839 

) ی�ضح ت�ز�ع دالة الان��اء1ج�ول ( w ) ل����ة م��ان�ة ال��اص ع��ما س�� ال����ةh / L = 0.25(  

) ع��ما س�� ال����ة                    w) ت�ز�ع ذالة الان��اء (1نلاح� م� ال��ول (

)h / L= ة وم��اع�ة ���ل لت��ن في نقا� م��ل� وأن ال��� ال���لفة لــ ) 0.25

  م��اوٍ ع�� س�� ال����ة ال���ان�ة.

0نلاح� أن ال��ز�ع ال�� ت� ال���ل عل�ه في حالة    وق��� ���ل ���عي ل����ه

 )Farhat and Soldatos )2015 ال�� ت� ال���ل عل�ه وتق���ه في ال�رقة ال����ة

أنه مع ز�ادة ���  م� ال��ول �ال�الي نلاح�و  )Pagano )1969في ن���ة  و��ل�

 ��� لل����ة دالة الان��اء ��اح�ه ت�اق� في w  وتقل ال��� وه�ا ی�ل على أنه

  وه�ا دل�ل على مقاومة الأل�اف لل��ي. wقل� ��� دالة الان��اء  كل�ا زادت ��� 

ل�رقة ال����ة للل�ل الفعلي أنه ل�ع�فة دقة ال�ق��� ت� مقارن�ها �ال��ائج الع�د�ة  ح��

Soldatosand  tahFar )2015 (ال����ة س��  في حالة)h / L= وذل�  )0.25

ا وج�نا ال�ق��� وه� .)�4.5ال��� ( )59ال�ع�فة في ال�عادلة (ل��� م��لفه لل�ارم��

ال����ة ��ال�الي س���ن ��ل� ال�ال في حالة  في حالة ال����ة �عقم�ضي وم

  .))ال���عة(( ال����ة ال���قة
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  ع�ض ال��ائج �الأش�ال ال��ان�ة: -2.4.5

  

hع��ما ( ) ی�ضح م���ة ال�ل ال�ي ت��ل ان��اء س�ح ال����ة ل��� م��لفة لل�ارام�� 1ش�ل ( / L = 0.25(  

  

  

hع��ما ( ) ی�ضح م���ة ال�ل ال�ي ت��ل ان��اء س�ح ال����ة ل��� م��لفة لل�ارام�� 2ش�ل ( / L = 0.01(  
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hع��ما ( ) ی�ضح م���ة ال�ل ال�ي ت��ل ان��اء س�ح ال����ة ل��� م��لفة لل�ارام�� 3ش�ل ( / L = 0.1(  

  

  

hل����ة م��ان�ة ال��اص ذات س�� () Function Difflection) ی�ضح دالة الان��اء (4ش�ل ( / L = 0.25(  
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h) ع��ما ال��� ( FunctionDifflection) ی�ضح دالة الان��اء (5ش�ل ( / L = 0.01(  

  

  

hس�� ( ع��ما) ل����ة م��ان�ة ال��اص Function Difflectionدالة الان��اء ( ت�ز�ع ) ی�ضح6ش�ل ( / L = 0.1(  

/ Lx 

 

 

/ Lx 

 

 

0  

0.0001  

0.0003  

0.0005  

0.0007  

0.01  

0  

0.008  

0.01  

0.02  

0.03  

0.04  
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  م�اق�ة ال��ائج: 5.5-

) م���ة ال�ل ال����لة في ان��اء س�ح 3)،(2)،(1واضح م� الأش�ال ال�ا�قة (

) ع��ما س�� ال����ة مقارنة ال����ة ل��� م��لفة ل�عامل مقاومة الأل�اف لل��ي (

���hلها ( / L= 0.1 , h / L= 0.01 , h / L= ) على ال��الي ونلاح� أن الان��اء 0.25

   ی��اق� ت�ر���ا مع ز�ادة ��� 

 ) أن ال����ة م��ان�ة ال��اص وم�ع�مة ب��ا�ة4نلاح� م� ال��ل ال��اني (

)Simply SupportedSimply  وأن س�� ال����ة مقارنة �ال��ل (

( / 0.25)h L   

0فع�� وضع    ه�ا �ع�ي أن الأل�اف داخل ال����ة م�نة وغ�� مقاومة لل��ي

0.02وع�� وضع ���ة . ف�اضح م� ال��ل ان��اء ال����ة م�اش�ة إلى الأسفل  

وع�� وضع  .نلاح� ان��اء ال����ة أقل مقارنة �ال�اب� وه�ا ی�ل على مقاوم�ها لل��ي

���0.04ة    نلاح� ان��اء ال����ة قلّ ����� مقارنة �ال�اب� وه�ا ی�ل على

 وع�� وضع ���ة .ل�اف للان��اءالأ ال�اتج ع� أث� ز�ادة مقاومة مقاوم�ها للان��اء

0.06  ب� وه�اة �ال�انلاح� م� ال��ل أن ان��اء ال����ة قلّ أك�� ����� مقارن 

0.08وع�� وضع ���ة . لل��ي ل�افالأ د�اد مقاومةز اث� ی�ل على أ   وال�� ی�ل

ل ان��اءأقل لل����ة فع��  .على ز�ادة مقاومة الأل�اف لل��ي وال�� ی��ج ع�ه مع�َّ

0.1وضع ���ة    وه�ا ی�ل على ز�ادة أك�� في مقاومة الأل�اف لل��ي و���ج ع�ه

ل ان��اء قل�ل جً�ا زادت مقاومة (() ف�اضح أنه �ل�ا زادت ���ة ( .لل����ة مع�َّ

  .ال����ة ان��اءن�ج ع�ه نق� في  ))الأل�اف لل��ي

ب��ا�ة                    ) أن ال����ة م�ع�مة 5نلاح� م� ال��ل ال��اني (

)Simply SupportedSimply  وأن س�� ال����ة مقارنة �ال��ل (
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( / 0.01)h L   في ه�ه ال�الة ت� ت�غ�� ��� ال�ارام��  أ� تقل�ل ���ة مقاومة

الأل�اف لل��ي ت��ن أصغ� ن�عا ما وذل� لل�فا� على مادة ال����ة م� ال��ق� 

  وان��ار وخ�ارة ال����ة.

0فع�� وضع    ه�ا �ع�ي أن الأل�اف داخل ال����ة م�نة وغ�� مقاومة لل��ي

0.0001وع�� وضع  .ف�اضح م� ال��ل ان��اء ال����ة م�اش�ة إلى الأسفل  

وع��  .قل مقارنة �ال�اب� وه�ا ی�ل على مقاوم�ها لل��يأن ان��اء ال����ة نلاح� 

0.0003وضع   ا�قال�ال�ال���  ان��اء ال����ة قلّ ����� مقارنة أن نلاح����� 

0.0005ع�� وضع ف وه�ا ی�ل على مقاوم�ها للان��اء.  ز�ادة ی�ل على  وال��

ع فع�� وض وال�� ی��ج ع�ه معّ�ل ان��اء أقل لل����ة. لل��ي مقاومة الأل�اف

0.0007   وال�� ی�ل على ز�ادة أك�� ل�قاومة الأل�اف لل��ي ی��ج ع�ه  ان��اء أقل

���0.001ة  �وضع وع��ما ����� م� ال�اب�.   وال�� ی�ل على ز�ادة مقاومة

�ل�ا زادت  أنهه�ا �ع�ي ف الأل�اف لل��ي ن�ج ع�ه  نق� في معّ�ل ان��اء ال����ة.

  .���ةال� ن��اءمعّ�ل ا��ج ع�ه نق� في ی ))زادت مقاومة الأل�اف لل��ي(() ���ة (

  

ال����ة م�ع�مة ب��ا�ة                    ) أن 6نلاح� م� ال��ل ال��اني (

)Simply SupportedSimply  وأن س�� ال����ة مقارنة �ال��ل (( / 0.1)h L   

0فع�� وضع    ه�ا �ع�ي أن الأل�اف داخل ال����ة م�نة وغ�� مقاومة لل��ي

0.008وع�� وضع  ف�اضح م� ال��ل ان��اء ال����ة إلى الأسفل.   ف�لاح� أن

ع�� و  ان��اء ال����ة قل ����� مقارنة �ال�اب� وه�ا ی�ل على مقاومة الأل�اف لل��ي.

0.01وضع   لاح� أن ان��اء ال����ة قلّ أك�� م� ال�اب� فه�ا دل�ل على ن

0.02وع�� وضع  مقاوم�ها للان��اء.   ����� نلاح� أن ان��اء ال����ة قل أك��
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ع ع�� وضو  مقارنة �ال�الات ال�ا�قة فه�ا ی�ل على ز�ادة مقاومة الأل�اف لل��ي.

0.03   ن��اء امعّ�ل ی��ج ع�ه  وال�� وال�� ی�ل على ز�ادة مقاومة الأل�اف لل��ي

0.04 فع�� وضع .لل����ةأقل    مقاومة الأل�اف أك�� في وال�� ی�ل على ز�ادة

مقاومة  أنه �ل�ا زادت �اضحف ل����ة.ل أقل ����� ��ج ع�ه  معّ�ل ان��اءیلل��ي 

  ع�ه نق� في معّ�ل ان��اء ال����ة.�اف لل��ي ن�ج لالأ

  :ب�� ال��ائج ال����ل عل�ها ةقارنال�-6.5

 ة���س�� ال�أن  ة�� ال��ائج ال����ل عل�ها قي حالب ةت� في ه�ا ال��� ال�قارن

وذل� م� خلال ال��ائج ال����ل عل�ها في الف�ل  )h/L=0.25مقارنة الى ��لها (

       ومقارن�ها مع ال�ل الفعليال�اب� وال��ائج ال����ل عل�ها في ه�ا الف�ل 

(Exact Solution) ال�رقة ال����ة  في ال����ل عل�هSoldatosand Farhat                                    

وذل� م� خلال ). 59ال�ع�فة في ال�عادلة (  ع�� ��� م��لفه لل�ارام�� )2015(

 :ع�ضها في ال��ول ال�الي

)2015( Farhat and Soldates   

 ال��ائج ال����ل عل�ها

في حالة  الف�ل في ه�ا

)h/L=0.25(  

ال��ائج ال����ل عل�ها 

في الف�ل ال�ا�ع في 

  )h/L=0.25(ة حال

 

 ���  

-1.151061  .9467630- 4.213202591-  0 =  

-0.853909  -0.6479724267 -1.380463094  0.02=  

-0.6802105  -0.4925329544  -0.825463094  0.04=  

-0.566259  -.3972405370  -0.5887598087  0.06=  

-0.4857485  -0.33284384407  -0.4575547173  0.08=  

-0.425839   -0.286413348  -0.3741707795  0.1=  

 )h/L=0.25( ) ی�ضح ال�قارنه ب�� ال��ائج ال����ل عل�ها في حالة س�� ال����ه2ج�ول (

ب�� ال��ائج ال����ل عل�ها ع��ما س�� ال����ه مقارنة  ةال�قارن) ی�ضح 2ال��ول (

  ).h/L=0.25( ���لها هي
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  ). ))لل��ي ةغ�� مقاوم(( ةال����ه م�نل�اف داخل (ه�ا �ع�ي ان الأ= 0 ع�� ���ة

ال�ي ت��ن  ةالإزاحف�ل وذل� �ع� اخ��ار داله ا الف�لاح� م�� ق�ب ال��ائج في ه�

 ف�ها
1
( ) sin

z
z

L


  
 
 

 ةلها في ن���ة ال��ا��  ةف�لاح� ق�َ�ها لل���            

Farhat and Soldatos )2015( ر ب�ا الإشارة ه�ا إلى أن ال���ة الفعل�ة و���

) هي نف� ال���ة Farhat and Soldatos )2015 ال����ل عل�ها في ورقة

ل�قة ومعای�ة ) وال�ي هي نق�ة ��اس Pagano )1969 �اس���ام حلال����ل عل�ها 

ل��ائج ال����ل ل ة����� ج�ا م� ال���ه ال��ا�� أك��  ال����ات ال�ق����ة ف�لاح� ق��ها

                                  مع داله ال����ل الإزاحةوذل� �ع� اخ��ار داله  عل�ها في الف�ل ال�ا�ع

)FunctionThe Shape ( على ال��ل ال�الي 
1 2
( ) sin

(0.5 )
z

z
h





 
 
 




.    

 ةمقاوم ةه�ا �ع�ي ان الأل�اف داخل ال����(  ، 0.04==0.02وع�� ���ه 

 ف�لاح� م�� ق�ب ودقه ال��ائج ال����ل عل�ها ع��ما )للان��اء
1
( ) sin

z
z

L


  
 
 

 

ل��� و��ل� في حالة ا لها في الف�ل ال�ا�ع . ة� �ق�ب ج�ا م� ال��ائج ال��اأف�ل و أ

0.06=،0.08=،0.1=  ق�بأفي الف�ل ال�ا�ع  ة� �ن ال��� ال��اأف�لاح� 

  . )Farhat and Soldatos,2015( ة���لها في ن ة� �ال��ان�عا ما لل��ائج 

 )unctionThe Shape Fأن ( ةلها في حال ة� �و��ل� ال��� ال��ا

1
( ) sin

z
z

L


  
 
 

  ا لل�ل الفعليأفهي ق���ه��  )Exact Function( لها �ال��ا �

  . )Farhat and Soldatos,2015( ةفي ن���

 )The Shape Fuunction( ل����ال ةمع دال ةالإزاح ةه ع�� ت���� دالف�لاح� ان-

خ�� ��اد ن�ائج أإل�ل� في ه�ا الف�ل ت�  ج�اً  ةدق وم�ض�أو ق�ب أ �ان�فال��ائج 

   .)���h/L =0.1 , h/L =0.01لها ه� ( ةمقارن ةن س�� ال����أ ةوذل� في حال
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  :�ات�ةال 7.5-

ة ��ان�مت� في ه�ا الف�ل دراسة تأث�� ف�ض�ة مقاومة الأل�اف لل��ي ل����ة م�نة 

  ال��اص ذات أل�اف مقاومة لل��ي

 ع��ما ) Shape FunctionThe(مع دالة ال����ل وذل� �اخ��ار دالة الإزاحة 

1
( ) sinz z

h


  
 
 

 ال�اردة في ن���ة Ferreira et el. )2005 ( و���اد ما ی��ت�

على ذل� م���ات انفعال وم���ات الإجهاد وص�لا ل����مة معادلات تفاضل�ة 

 .وت� في ه�ا الف�ل إ��اد ال�ل ل����مة ال�عادلات ال�فاضل�ة.  ))معادلات الات�ان((

وت� ال���ل على ال��ائج وت���لها ���وال وأش�ال ب�ان�ة ت�ضّح ذل� �اس���ام لغة 

وذل� ل�ع�فة م�� دقة  وم�اق�ة ه�ه ال��ائج ال����ل عل�ها .)Maple 18ب�م�ة (

hال����ة (في حالة أن س�� ال�ق���  / L= ومقارنة ن�ائ�ها مع ن�ائج ال�رقة  )0.25

  .) وت� ��ل� م�اق�ة الأش�ال ال��ان�ةFarhat and Soldatos )2015 ال����ة

� عل�ها في ه�ا الف�ل والف�ل ال�اب و��ل� ت�� ال�قارنة ب�� ال��ائج ال����ل

   ) The Shape Functionمع دالة ال����ل ( أن الأ��� ت����ة ل�الة الإزاحةوات�ح 

ای�� �اد ن�ائج أخ�� لها مع تغ��� س�� الفف�ل  والأق�ب لل��ائج ل�ل� ت� إ�كان� الأ

  .))الأل�اف  ((
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   الاستنتاج

�وال ت���� ف�ض�ات م��لفة له�ه ال�سالة دراسة ت�ل�ل�ة لع�ة أوراق ����ة  ق�م�

ت�ان الا معادلاتانفعال وم���ات إجهاد و��ل�  م���ات الازاحة وما ی��ت� عل�ها م�

  وال��و� ال���ة لها.

ه�ه ال�سالة دراسة ت�ل�ل�ة لإن��اء ال����ة م� ��قة واح�ة ت�� تأث��  ت� فيو��ل� 

على ال��ح العل�� لل����ة . وق� ت� اخ��ار ع�ة ن�اذج لل����ة  �ث�ی ح�ل ع��د�

ال����ة ال��ع�مة �أل�اف م�نة وأخ�� م�ع�مة �أل�اف غ�� م�نة وتقاوم ال��ي  م�ها

ب�رجات م�فاوتة ل�ل� ال�قاومة وت�ت� ع�ه الاخ�لاف في ن���ة الأل�اف ���ا ی�عل� 

� ال�اتج م ال���اثل ل����ات الاجهادل وغ�� ال��ء ال���اث �����ات الإجهاد م�ها

  .م� ح�� مقاوم�ها أو ع�م مقاوم�ها لل��ي الأل�اف ���عة الاخ�لاف في

ع�ض ال��ء ال���اثل ل����ات الإجهاد و�اس���ام ال�عار�� �اس���ام قان�ن ه�ك ت� 

���اثل وفقا ل�وال ال) ت� ع�ض ال��ء غ�� Soldatos )2009 ن���ة ال�ع�وضة في

  ال�ف��ضة له�ا ال���.الازاحة 

وت� اس���اج معادلات الات�ان ب�لالة درجات ال���ة وم��قاتها ال���نة ل�وال الإزاحة 

) ذا العلاقة �ال��� مع ال�ضع Soldatos )2009 ن���ة م����م�� ما ع�ض في

  .في الاع��ار ف�ض�ة أن الق��ان مق�اه �أل�اف مقاومة لل��ي

�����ة ال����ل عل�ها والال�فاضل�ة  لل�عادلات ك�ل� ت� ال��صل ل�ل م���مة ناف��

ح�ود لها علاقة �قابل�ة مقاومة الأل�اف لل��ي وح�اب ال��ائج الع�د�ة لها وذل� �اس���ام 

) وت� ع�ض ه�ه ال��ائج ���اول وأش�ال ب�ان�ة و�ع� ذل� ��maple 18م�ة (اللغة 
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�� ال�ا�ع ال����ل عل�ها في الف�ل�قارنة ب�� ال��ائج الوت��  ت� م�اق�ة ه�ه ال��ائج

   .)h/L=0.25وال�ام� وذل� في حالة أن س�� ال����ة (

                          ��لزاحة مع دالة ال��ات�ح أن الأ��� ت����ة ل�الة الإ ح��

(The Shape Function) الفعل�ة                �ان� الأف�ل والأق�ب لل��ائج

)Exact Solution( إ��اد ن�ائج أخ�� لها مع تغ���ل�ل� ت � ) ال�ارام�� ���(  ال�ي

أنه �ل�ا  ول�ح� ). Farhat and Soldatos )2015 ��� الأل�افلها علاقة �

 زادت مقاومة الأل�اف لل��ي ن�ج ع�ه نق� في مع�ل ان��اء ال����ة.

ا ال�قا� ال�ي ���� ال��� ف�هات�ح م� خلال دراسة ه�ا ال��ض�ع  أنه ی�ج� �ع� 

  وت����ها ومقارنة ن�ائ�ها وهي �الأتي:

  إ��اد ال�ل�ل لل��ائل ال��روسة في ه�ا ال���  وذل� م� خلال ش�و� ����

  ح��ة أخ�� م��لفة.

  ت���� ال����ات ال�����مة في ه�ا ال��� في حالة أن ال����ة م� ����

  .لل���ل على ال��ائج ع�ة ��قات وذل�

 ال��� على الع�ی� م�  ال����ات  ال�����مة في ه�ا ف��ةال���� ���� ت

  ال�ق����ة مع الأخ� في الإع��ار أن الأل�اف مقاومة لل��ي.
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  ال���ل�ات العل��ة

 Strenght of materialمقاومة المواد   

  Engineering structuresالانشاءات الھندسیة   

  Loadsحمولات   

  Supports of beamsمساند الصفائح    

  Sharp variationمناطق التغیرات الحادة   

  Cracksشقوق   

   Experimental mrthodsطرق تجریبیة   

  Approximate methods   طرق تقریبیة

  Simply simply supportedدعم ببساطة   

   The displacement functionدالة الازاحة   

  Rigid bodies    ))متماسكة((أجسام جاسئة 

  Elastic bodiesام مرنة    أجس

  Plastic bodyجسم لدن    

  Elasticityالمرونة    

 Elastic limitحد المرونة    

  Stressالإجھاد   
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  Strainالإنفعال   

  Shear strain   ))العرضي((الإنفعال القصي 

  Bluk strainالإنفعال الحجمي   

  Young modulusمعامل المرونة   

  Deformable bodyجسم قابل للتشكل   

  Ductilityالمطیلیة   

  Malleabilityالطروقیة   

  Brittlenessالتقصف   

  Resistanceالمقاومة   

   Stiffnessالصلابة   

  Toughnessالمتانة   

  Resilienceالرجوعیة   

  Hardnessالصلادة   

  Thick plateصفیحة سمیكة   

  Thin plateصفیحة رفیعة   

  Moderately thick plate  صفیحة سمیكة لحد ما 

  chellسطوح غیر مستویة   
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 Thin sheets with small vertical ة ذات إزاحات رأسیة صغیرةصفائح رفیع

displacement  

 Thin sheets with large verticalصفائح رفیعة ذات إزاحات رأسیة كبیرة   

displacement  

  Thick sheetsصفائح سمیكة   

  Neutralسطح محاید    

  Poissons modulusمعاملات بواسون   

  Shear modulusمعاملات القص   

  Shear stressإجھاد القص   

  Stress componentsمركبات الإجھاد   

  The symmetric partالجزء المتماثل   

  Strain componentsمركبات الإنفعال   

  anti-symmetric partالجزء غیر المتماثل    

  Fibres curvatureتقوس الألیاف    

  Navier-type differential equationsمعادلات نافیر   

  Exact solutionالحل الفعل    

  Couple-stressالإجھاد المزدوج    

  Normal strainالإنفعال العمودي   
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  Transverse shear strainsالإنفعال القصي العرضي    

  Normal stressالإجھاد العمودي    

  Integration constantالثوابت التكاملیة    

  The shape functionدالة التشكیل   

  Equilibrium equationsمعادلات الاتزان   

  Diffection functionدالة الانحناء   

  Poisson ratioنسبة بواسون   

 Lame parametersملات لامي   امع

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

 



118 
 

  

 )References( المراجع

  

). أس���اس���یات نظریة المرونة. مطبعة 2013وھبي، س���ھي. ( و ؛الطرش���ة، إحس���ان

  جامعة البعث.

). تحلیل الانحناء للص�������فائح المثدرجة 2008وزنقور، أش�������رف. ( ؛الغامدي، نجاة

كتوراه الفلس�������فة في ددرجة [ثلاثی�ة الطبق�ات تحت ثأثیر أحمال میكانیكیة وحراریة .

  .]رونة) نظریة الم -العلوم تخصص ریاضیات تطبیقیة (میكانیكیة الاجسام الصلبة 

). خواص الم��ادة. دار ش�������موع الثق��اف��ة 2003والس�������حیري، علي. ( ؛میلود، میلود

  لیبیا.  –للطابعة والنشر الزاویة 

كتب ). میكانیك المواد المركبة. س�������لس�������لة 2010وجبرة، رفیع. ( ؛جونز، روبرت

التقنی�ات الاس�������تراتیجی�ة والمتق�دم�ة. مدینة الملك عبد العزیز للعلوم والتقنیة المنظمة 

  العربیة للترجمة. 

). خواص المواد وإختیاراتھا  2007مھ�دي، محم�د ؛وأمین، محم�د.(  ؛إم�ام ،محمود

  جامعة المنصورة. -). كلیة الھندسة 1 ط(

  

  

  

  

 

  

 



119 
 

References in English 

Aydogdu,M.,Aksencer,T.,and Soldatos.K.P.(2021). On three-

dimensional dynamics of Fibre-reinforced functionally graded 

plates when fibres resist bending. Journal of Engineering 

Mathematics, 128(1),1-26. 

Belkhodja,Y.,Ouinas,D.,Fekirini,H.,VinaOlay,J.,and Touahmia, 

M.(2020). Three new hybrid quasi-3D and 2D higher-order 

shear deformation theories for free vibration analysis of 

functionally graded material monolayer and sandwich plates 

with stretching effect. Advanced Composites Letters, 29,1-22. 

Bresse,J.A.(1859). Cours demecanique applique. Paris Mallet-

Bachelier. 

Cho,M.,Parmerter,R.(1993). Efficient higher order composite 

plate theory for general lamination configurations. American 

Institute of Aeronautics and Astronautics Journal, 31, 1299-

1306. 

DiSciuva,M. (1992). Multilayered anisotropic models with 

continuous interlaminar stresses. Composite Structures, 22, 

149-167. 

DiSciuva,M.(1986). Bending, vibration and buckling of simply 

supported thick multilayered orthotropic plates;An evaluation 

of a new displacement model. Journal of Sound and Vibration, 

105 (3), 425-442. 

Farhat,A.,Gwila,N.(2017). Euler-Bernoulli Beam Theory in the 

Presence of fiber Bending Stiffness. International Orgnization 

of Scientific Research Journal of Mathematics, 10-17 

Farhat,A.F.(2013). Basic problems of fibre-reinforced 

structural components when Fibres resist Bending. PhD thesis. 

The University of Nottingham England. 



120 
 

Farhat,A.,Soldatos,K.(2015). Cylindrical Bending and Vibration 

of Polar Material Laminates. Mechanics of advanced Materials 

and Structures, 22,885-896. 

Fedorova,S.,Bursa,J.(2016). Application of Polar Elasticity ot 

The problem of Pure Bending of a Thick Plate. European 

Congress on Computational Methods in Applied Sciences and 

Engineering, 5-10. 

Ferreira,A.,Roque,C.,and Jorge,R.(2005). Analysis of 

composite plates by trigonometric shear deformation theory 

and multiquadrics. Computers and Stuctures, 83 (27), 2225-

2237. 

He,J.,Chou,M.,and Zhang,X.(1993). Bending analysis of 

laminated plates using a refined shear deformation theory. 

Composite Structures, 24, 125-138. 

Heuer,R.(1992). Static and dynamic analysis of transversely 

isotropic moderately thick sandwich beams by analogy. Acta 

Mechanica, 91, 1-9. 

Kant,T.,Manjunatha,B.(1989). Refined theories for composite 

and sandwich beams with Co finite elements. Computers and 

Structures, 33,755-764. 

Kirchhoff.(1850). Kirchhoff-love plate theory, From Wikipedia, 

the free encyclopedia. 

Lee,K.,Lin,W.,and Chow,S.(1994). Bidirectional bending of 

laminated plates using an improved zig-zag model. Composite 

Structures,28(3),283-294. 

Levy,M.(1877). Memoire sur la theorie des plaques elastiques 

planes. Journal des Mathematiques Pures et Appliquees, 

30,219,306. 



121 
 

Li,X.,Liu,D.(1995). Zigzag theory for composite laminates. 

American Institute of Aeronautics and Astronautics Journal. 

33, 1163-1165. 

Liu,D.,Li,X.(1996). An overall view of laminate theories based 

on displacement hypothesis. Journal of Composite Materials, 

30,1539-1561. 

Liu,S.,Soldatos,k.(2008). Extension of anew approach towards 

accurate stress analysis of laminates subjected to thermo-

mechanical loading. Journal of Engineering Mathemat, 185-

200. 

Lo,K.,Christensen,R.,and Wu,E.(1977). A higher order theory 

for plate deformations Part 2 Laminated plates. The American 

Society of Mechanical Engineers Trans Journal of Applied 

Mechanics, 44,669–676. 

Lu,X.,Liu,D.(1992). An interlaminar shear stress continuity 

theory for both thin and thick composite laminates. The 

American Society of Mechanical Engineers Trans Journal of 

Applied Mechanics, 59 (3),502-509. 

Lu,X.,Liu,D.(1992). Interlayer slip theory for cross-ply 

laminates with nonrigid interfaces. American Institute of 

Aeronautics and Astronautics Journal, 30, 1063-1073. 

Manjunatha,B.,Kant,T.(1993). Different numerical techniques 

for the estimation of multiaxial stresses in 

symmetric/unsymmetric composite and sandwich beams with 

refined theories. Journal of Reinforced Plastics and 

Composites, 12,2–37. 

Noor,A.,Burton,W.(19 89). Stress and free vibration analyses 

of multilayered composite plates. Composite Structures, 11 

(3), 183-204. 



122 
 

Pagano,N. (1969). Exact solution for composite Laminates in 

cylindrical bending. Journal Composite Materials, 3, 398-411. 

Ping,L.,Yongwell,Z.,and Kaida,Z.(1994). Bending of high-order 

refined shear deformation theory for rectangular composite 

plates. International Journal of Solids and Structures, 31, 2491-

2507. 

Rayleigh,J.(1877). The theory of sound. London Macmillan 

Publishers. 

Reddy,J.(1984). A simple higher-order theory for Laminated 

composite plates. Journal Applied Mechanics,51 (4),745-752. 

Savoia,M.(1995). On the accuracy of one-dimensional models 

for multilayered composite beams. International Journal of 

Solids and Structures, 33 (4), 521-544. 

Shimpi,R.,Ghugal,Y.(1999). A layerwise trigonometric shear 

deformation theory for two layered cross-ply laminated 

beams. Journal of Reinforced Plastics and Composites, 

18,1516-1542. 

Shimpi,R.,Ghugal,Y.(2001). Anew layerwise trigonometric 

shear deformation throry for two-layered cross-ply beams. 

Composites science and Technology, 61 (9),1271-1283. 

Soldatos,K. (1992). A transverse shear deformation theory for 

homogeneous monoclinic plates. Acta Mechanica, 94, 195-

220. 

Soldatos,K. (2013). Foundation of polar linear elasticity, 

Journal of Elasticity, 50-57. 

Soldatos,K.(2003). Accurate Stress Analysis of Laminated 

Composite Structures. Modern Trends in composite Laminates 

Mechanics, 69-132 



123 
 

Soldatos,k.(2009). Towards anew generation of 2D 

mathematical models in the mechanics of thin-walled fibre-

reinforced structural components. International Journal of 

Engineering science, 47,1346-1356. 

Soldatos,K.(2020). On the characterisation of polar fibrous 

composites when fibres resist bending-Part III The spherical 

part of the couple–stress. International Journal of Solids and 

Structures, 217-225. 

Soldatos,K.(2021). Determination of the spherical part of the 

couple-stress in a polar fibre-reinforced elastic subjected to 

pure bending. Acta Mechanica, 1-17.  

Soldatos,k.,Ayodada,M.,Gul,U.(2019). plane strain polar 

elasticity of fiber reinforced functionally graded materieals 

and Structur. journal of mechanics of materials and structures, 

497-535 

Soldatos,k.,Farhat,A.(2016). On Reissner's displacement field 

in modelling thin elastic plates with embedded fibres resistant 

in bending. Institute of Mathematics and it’s Applications 

Journal of Applied Mathematics, 1-20. 

Soldatos,K.,Watson,P.(1997). A method for improving the 

stress analysis performance of one and two-dimensional 

theories for Laminated composites. Acta Mechanica, 123,163-

186. 

Spencer,A.,Soldatos,K.(2007). Finite deformations of fibre-

reinforced elastic Solids with fibre bending Stiffenss. 

International Journal of Non-linear Mechanics, 42(2),355-368. 

Srinivas,S.,Rao,A.(1970). Bending vibration and buckling of 

simply supported thick orthotropic rectangular plates and 

laminates. International Journal of Solids and Structures, 6 

(11), 1463-1481. 



124 
 

Stein,M.(1986). Nonlinear theory for plates and shells 

including the effects of transverse shearing. American Institute 

of Aeronautics and Astronautics Journal, 24,1537–1544. 

Timoshenko,S.(1921). On the correction for shear of the 

differential equation for transverse vibrations of prismatic 

bars. Philosophical Magazine, 41,742-746. 

Ting,T.(1996). Anisotropic Elasticity: Theory and Application. 

Oxford Unevirsty Press.  

Touratier,M.(1991). An efficient standard plate theory. 

International Journal of Engineering Science, 29 (8), 901-916. 

Vinayak,R.,Prathap,G.,and Naganarayana,B.(1996). Beam 

elements based on a higher order theory - I formulation and 

analysis of performance. Computers and Structures, 58,775–

789. 

 

  

 


