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 بسم الله الرحمن الرحيم
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 الإهذاء  

 ث١ٌذ٠ٓ ثٌٍض١ّٓ ثسصفؼضج إٌٝ ثٌغّجء دجٌذػجء ٌٟ... إٌٝ ثٌمٍخ ثٌزٞ ٔذغ دجٌقخ ٚثٌظذش لأؽٍٟ... إٌٝ

 إٌٝ ِٕجسر ف١جصٟ ٚعذخ ٚؽٛدٞ... إٌٝ ِٓ وجْ إطشثسّ٘ج عشّ ٔؾجفٟ  ٚٚطٌٟٛ ... 

 )أيٍ و أثٍ (

 ثٌزٞ أٔجس ِظذجؿ ثٌؼٍُ فٟ ؽش٠مٟ ... صوعٍ انؼضَضإٌٝ شش٠ه ثٌذسح ٚسف١ك ثٌؼّش 

 ) أسُم , انَبسس , انغُُذ, حزَفخ انًُبٌ ( إٌٝ لشر ػ١ٕٟ ِٚٙؾز لٍذٟ أدٕجةٟ 

 ...ثلأػضثء صمجعّٛث ِؼٟ ػخء ثلأ٠جَ ٚؽّجي ثٌزوش٠جس أخٛثصٟ ثٌغج١ٌجس ٚإخٛصٟإٌٝ ثٌغٕذ ٚثٌؼؼذ ثٌز٠ٓ 

 إٌٝ ثلأطذلجء ثلأٚف١جء ثٌز٠ٓ وجٔٛث ٌٟ ٚؽٕجً فٟ سفٍز ثٌؼٍُ دظذق ٚدػجء...

 إٌٝ وً ِٓ لذَ ٌٟ ٠ذ ثٌؼْٛ فٟ إصّجَ ٘زث ثٌؼًّ ...

 ٘ج ٌٟ. أ٘ذٞ إ١ٌىُ ؽ١ّؼجً عّشر ؽٙذٞ ثِضٕجٔجً ٌىً ٌقظز صشؾ١غ طجدلز لذِضّٛ
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 انشكش وانزمذَش 

 ثٌقّذ لله ثٌزٞ دٕؼّضٗ صضُ ثٌظجٌقجس, ٚثٌظلار ٚثٌغلاَ ػٍٝ أششف ثٌخٍك ٚع١ذ ثٌّشع١ٍٓ.

 أصمذَ دؾض٠ً ثٌشىش ٚػظ١ُ ثلاِضٕجْ إٌٝ ثٌؾجِؼز ثلأعّش٠ز ثلإعلا١ِز ٚو١ٍز ثٌؼٍَٛ ٌض١ٙتز ثٌذ١تز ثٌؼ١ٍّز ثٌّٕجعذز .

 ثٌفجػً ثٌّششف ػٍٝ ٘زٖ ثٌشعجٌز  ثلأعضجر ثٌذوضٛس :وّج أخض دجٌشّىش لأعضجرٞ 

 ػًش ػهً انؼُبٌ

ثٌزٞ ٌُ ٠ذخً ػٍٟ دضٛؽٙجصٗ ثٌغذ٠ذر ٚعؼز طذسٖ, فىجْ ٔؼُ ثٌّٛؽٗ ٚثٌّؼٍُ, ٚثٌزٞ وجٔش ٌّلافظجصٗ ثلأعش ثٌذجٌغ 

 لإصّجَ ٘زٖ ثٌشعجٌز دظٛسصٙج ثٌٕٙجة١ز.

ٚثٌقىُ ٌضفؼٍُٙ دمذٛي لشثءر ثٌشعجٌز ٚصم٠ّٛٙج فذآسثةُٙ ٍغجدر أػؼجء ١٘تز ٌؾٕز ثٌّٕجلشز ٌوّج أصمذَ دجٌشىش 

 ِٚلافظجصُٙ صىضًّ ثٌفجةذر ثٌؼ١ٍّز ٌٙزٖ ثٌشعجٌز.

 ٚثٌشىش إٌٝ وجفز ثلأعجصزر ثلأفجػً فٟ لغُ ثٌش٠جػ١جس ٌّج لذِٖٛ ٌٕج ِٓ ػٍُ ِٚؼشفز ؽٛثي عٕٛثس ثٌذسثعز.

 جٔٛث خ١ش ِؼ١ٓ ٌٟ .ٚشىشث ٌىً ثلأطذلجء ٚثٌضِلاء ثٌز٠ٓ سثفمٟٛٔ فٟ دسٚح ثٌؼٍُ ٚو
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 المخلص

 دؼغ أُ٘ ثٌّؼجدلاس  ف٠ًؾجد ثٌطشق ثٌؼذد٠ز لإ دسثعز ٚصطذ١ك دؼغ٘زٖ ثٌشعجٌز فٟ     

 ِغً quationEifferential DPartial  Elliptic( EPDE)ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ثلا١ٍ٘ؾ١ز 

ِٚؼجدٌز  Poisson Equationدٛثعْٛ ِؼجدٌز ٚ Laplace Equation ِؼجدٌز لادلاط

 Finiteِٚٓ خلاي صطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز  .  EquationHelmholtzضض ٌٍّ٘ٙٛ

Differences Method (FDM)  خط١ز, ثٌٔظّز ثلأػٍٝ قظً ضٔثلا١ٍ٘ؾ١ز,  سػٍٝ ثٌّؼجدلا

 Jacobiٌٚقً ٘زٖ ثلأٔظّز ثٌخط١ز ٔغضخذَ دؼغ ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز ِٕٚٙج ؽش٠مز ؽجوٛدٟ 

Method (JM) , ؽش٠مز ؽجٚط ع١ذي (GSM )Gauss-Seidel Method  , ؽش٠مز ثٌضذسػ

ً ؽش٠مز ٚ  Conjugate Gradient Method (CGM)ثٌّمضشْ   ثٌضذسػ ثٌّضمجسْ ِغذمج

(PCGM) Preconditioned Conjugate Gradient Method  ٚوزٌه ِمجسٔز ثٌٕضجةؼ 

 .ٌٍٛطٛي ٌٍقً ثٌضمش٠ذٟٚثلأدق عشع لأِٚؼشفز أٞ ثٌطشق ثثٌّضقظً ػ١ٍٙج 
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   Introduction                                                               انًمذيخ                                            

وذ١شر ؽذثً, ٌّج ٌٙج ِٓ صطذ١مجس وغ١شر فٟ ثٌؼٍَٛ صؼُذ دسثعز ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز رثس أ١ّ٘ز       

ٚثٌش٠جػ١جس ٚثٌٕٙذعز ٚ ثٌف١ض٠جء ٚثٌؼٍَٛ ثلأخشٜ, وذسثعز ثلأِٛثػ ٚثٌغٛثةً ٚثٔضمجي ثٌقشثسر خلاي ثٌّٛثد 

  (.1111)ٔجؽٟ, شؼذجْ  .س أٞ أٔٙج صّغً ثٌظٛث٘ش ثٌطذ١ؼ١زثٌّؼذ١ٔز ٚوزٌه ثلإشؼجع ٚثٌظٛس ٚثلأضشج

ثٌضق١ًٍ ثٌؼذدٞ ٘ٛ أدثر فؼجٌز صشدؾ د١ٓ ثٌٕظش٠ز ثٌش٠جػ١ز ٚثٌضطذ١ك ثٌؼٍّٟ, ٠ٚؼُذ ِٓ ثٌشوجةض وّج أْ      

ثلأعجع١ز فٟ ػٍَٛ ثٌقجعٛح ٚثٌٕٙذعز ثٌقذ٠غز, ِٓ خلاٌٗ ٠ّىٕٕج ثٌضؼجًِ ِغ ِشىلاس ٚثلؼ١ز ِؼمذر ٚصق١ٍٍٙج 

د ثٌقٍٛي ثٌضمش٠ذ١ز ٌٍّشىلاس ثٌش٠جػ١ز دجعضخذثَ صم١ٕجس ػذد٠ز دل١مز ٚفؼجٌز, ف١ظ ٠ٙضُ دجدضىجس خٛثسص١ِجس لإ٠ؾج

ثٌضٟ ٠ظؼخ فٍٙج أٚ ١ٌظ ٌٙج فٍٛي, ٚٔظشثً لأْ وغ١شثً ِٓ ٘زٖ ثٌّشىلاس لا ٠ّىٓ ثٌضؼجًِ ِؼٙج دجٌطشق ثٌضق١ٍ١ٍز, 

ظٙشس فجؽضٕج لأعج١ٌخ صؼضّذ ػٍٝ ثٌضىشثس ثٌضذس٠ؾٟ ٌٍٛطٛي إٌٝ ٔضجةؼ دل١مز, ِٚٓ ٕ٘ج صؤصٟ أ١ّ٘ز ثٌطشق 

ذ ِٓ أدشص أدٚثس ثٌضق١ًٍ ثٌؼذدٞ ٚ أّ٘ٙج, وّج أٔٙج صٛفش ٚع١ٍز ػ١ٍّز ٚفؼّجٌز ٌٍقظٛي ػٍٝ ثٌضىشثس٠ز ثٌضٟ صؼُ

 (1111)ػذذ ,  .فٍٛي صمش٠ذ١ز ٠ّىٓ صقغ١ٕٙج خطٛر دخطٛر فضٝ صمضشح ِٓ ثٌقً ثٌظق١ـ

ٌضٟ )ثلا١ٍ٘ؾ١ز(, ث ضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ِٓ ثٌٕٛع ثٌٕجلضفٟ ٘زٖ ثٌشعجٌز عٕخضض دذسثعز دؼغ ثٌّؼجدلاس ثٌ     

صٛطف ػ١ٍّجس ثٌقجٌز ثٌغجدضز رثس ثٌطذ١ؼز ثٌف١ض٠جة١ز ثٌّخضٍفز, ِٚٓ أُ٘ ثلأِغٍز ػٍٝ رٌه ِؼجدٌز لادلاط ِٚؼجدٌز 

فجٌز خجطز ِٓ ِؼجدٌز ٌٍّ٘ٙٛضض, ثٌضٟ ٌٙج دٚس وذ١ش فٟ ثٌٕٙذعز ٚثٌف١ض٠جء ٚثٌى١ّ١جء ػٍٝ  ْدٛثعْٛ ثٌٍضجْ صؼذث

ضشجس ٚغ١ش٘ج ِٓ ثٌّؾجلاس, ٚ ٔظشًث ٌظؼٛدز أٚ ثعضقجٌز ثٌقظٛي عذ١ً ثٌّغجي فغجح ثٌضفجػلاس ثٌى١ّ١جة١ز ٚثلأ

 . أدثر لا غٕٝ ػٕٙج ٌضمش٠خ ثٌقٍٛي ػٍٝ فٍٛي صق١ٍ١ٍز )دل١مز( ٌّؼظُ ٘زٖ ثٌّؼجدلاس, صظذـ ثٌطشق ثٌؼذد٠ز

 1111ِٓ ػّٓ ٘ذٖ ثٌذسثعجس دسثعز  فٟ    CG) )  ٚ(PCG )ضجْ ؼذد٠٠مضجْ ثٌطشٌٍصّش دسثعجس عجدمز     

صقش ػٕٛثْ ؽش٠مز ثٌضذسػ عٕجة١ز ثلالضشثْ ثٌّغذمز ٌّؾّٛػز ثٌّؼجدلاس ثٌخط١ز ثٌّؼمذر ٚثعؼز ثٌٕطجق 

(Preconditioned Bi-Conjugate Gradient Method of Large – Scale Sparse Complex 

Linear Equation Group 1ثٌؼذد 11(  ثٌّؾٍز ثٌظ١ٕ١ز , ثٌّؾٍذ 

ػٍٝ ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز (  ( PCG ٚ  (CG)صقش ػٕٛثْ صطذ١مجس  1111ٚدسثعز أخشٜ عٕز عٕز      

 THE APPLICATIONS OF CG AND PCG ONثلا١ٍ٘ؾ١ز ثٌضٟ صُ فٍٙج دطش٠مز ثٌؼٕجطش ثٌّقذٚدر )

ELLIPTIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS SOLVED BY FINITE 

ELEMENT METHOD )OA Aleyan   -  ,6102مجلة الجامعة الأسمرٌةjournals.asmarya.edu.ly -‎ 

صقش ػٕٛثْ ؽش٠مز ثٌضذسػ ثٌّضشثفك رثس ثٌقذٚد ثلأسدؼز دجعضخذثَ ششؽ ثٌضشثفك  1111ٚدسثعز ثخشٜ عٕز   

 Four-Term Conjugate Gradient (CG) Method Based onثٌظشف فٟ ثلأِغ١ٍز غ١ش ثٌّم١ذر ) 

Pure Conjugacy Condition For Unconstrained Optimization )   ,ٍَٛلغُ ثٌش٠جػ١جس, و١ٍز ثٌؼ

 ؽجِؼز وشوٛن ثٌؼشثق 

صقش ػٕٛثْ صطذ١ك ٌطش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ٌقً ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز  1111ٚدسثعز ثخشٜ عٕز 

 AN APPLICATION OF FINITE) (SOR) ؽش٠مز  و (GS)ثلا١ٍ٘ؾ١ز دجعضخذثَ ؽش٠مز 
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DIFFERENCE METHOD TO SOLVE ELLIPTIC PDE'S WITH USE OF GS 

AND SOR ITERATIVE METHODS( ثٌّؾٍذ ,)1111( ١ٌٛ٠ٛ 1(, ثٌؼذد )4 

ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ٌقً ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ثٌٕجلظ١ز  فٟ ٘زٖ ثٌشعجٌز وّج إٔٔج عٕذسط   

ز ِٓ ثٌشصذز ثٌغج١ٔز, ٚرٌه ٌٍقظٛي ػٍٝ أٔظّز خط١ز ِٚٓ عُ إ٠ؾجد ثٌقً دؼذر ؽشق صىشثس٠ز, )ثلا١ٍ٘ؾ١ز( ثٌخط١

ٚ ثٌضمجسح ٚثٌىفجءر ثٌقجعٛد١ز,   وّج أْ ٘زٖ ثٌشعجٌز  صٙذف إٌٝ ِمجسٔز ٘زٖ ثٌطشق ِٓ ف١ظ ثٌذلز ٚثلاعضمشثس

 ِٚٓ ٘زث ثٌّٕطٍك ع١ضُ صمغ١ُ ٘زث ثٌذقظ إٌٝ علاعز فظٛي وجٌضجٌٟ:

عٕضٕجٚي ف١ٗ ثٌؼذ٠ذ ِٓ ثٌضؼش٠فجس ٚ ثٌّفج١ُ٘ ثلأعجع١ز ثٌضٟ عٕضطشق إ١ٌٙج أعٕجء دسثعضٕج فٟ ٘زٖ انفصم الأول: 

 ثٌشعجٌز 

ػٍٝ   Finite Differences Method (FDM)عٕٛػـ صطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز  انفصم انضبٍَ:

 ١ز.ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ثلا١ٍ٘ؾ١ز ٌٍقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط

ع١ضُ فً ثٌٕظجَ ثٌّضقظً ػ١ٍٗ ِٓ ثٌفظً ثٌغجٟٔ دؤسدغ ؽشق صىشثس٠ز ٟٚ٘ ؽش٠مز ؽجوٛدٟ انفصم انضبنش: 

(JM) ٚؽش٠مز ؽجٚط ع١ذي( GSM)  ْٚؽش٠مز ثٌضذسػ ثٌّمضش(CGM)   ثٌششؽ  ثٌضذسػ ثٌّمضشْ ِغ  ٚؽش٠مز

 ٚع١ضُ ِمجسٔز ثٌٕضجةؼ ٚ أٞ ثٌطشق ثلأعشع ٚطٛلا ٌٍقً. ٚرٌه دجعضخذثَ ثٌّجصلاح   ( PCGM ) ّغذكثٌ
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                                     Introduction                               يمذيخ                                                                         1.1

 .ثٌؼذدٞعٕضطشق فٟ ٘زث ثٌفظً إٌٝ دؼغ ثٌّفج١ُ٘ ثلأعجع١ز ثٌخجطز دجٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ٚثٌضق١ًٍ 

                                                                            Fundamental conceptsيفبهُى أسبسُخ  2.1

 رؼشَف 1.2.1

ػٍٝ أٔٙج ِؼجدٌز صقضٛٞ ػٍٝ ِشضمز أٚ أوغش ٌٍذثٌز  (Differential Equation)صؼشف ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز 

ثٌّؾٌٙٛز دجٌٕغذز ٌّضغ١ش ِغضمً ٚثفذ أٚ ػذر ِضغ١شثس ِغضمٍز, فئرث وجٔش ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز فٟ ِضغ١ش ِغضمً 

ٚإرث وجٔش ثٌّؼجدٌز  OrdinaryDifferential Equationٚثفذ ِٚشضمجصٗ فئٔٙج صغّٝ ِؼجدٌز صفجػ١ٍز ػجد٠ز 

   (Partial Differential Equation)ثٌضفجػ١ٍز فٟ أوغش ِٓ ِضغ١ش ِغضمً فئٔٙج صغّٝ ِؼجدٌز صفجػ١ٍز ؽضة١ز 

 (1119)ثٌذىٛس,

 2.2.1رؼشَف

ٚثٌّشضمجس   ّؾٌٙٛز  ٟ٘ ثٌؼلالز د١ٓ ثٌذثٌز ثٌ (Partial Differential Equation)ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز 

ثٌؾضة١ز ٌٙزٖ ثٌذثٌز 
  

   
 , 

  

  
 , 

   

    , 
   

    ,  (1119. )ثٌذىٛس,   

صؼضّذ ػٍٝ  ِضغ١شثس ِغضمٍز   uلأٞ دثٌز ِؾٌٙٛز  nثٌظٛسر ثٌؼجِز ٌٍّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ِٓ ثٌشصذز 

 ٠ّىٓ صّغ١ٍٙج دجٌظ١غز ثٌضج١ٌز           

 (          
  

   
   

  

   
 
   

   
    

   

   
 )                         

  nغ١ش ِقذدر صشدؾ د١ٓ ثٌّضغ١شثس ثٌّغضمٍز, ٚثٌّضغ١ش ثٌضجدغ, ٚؽ١ّغ ثٌّشضمجس ثٌؾضة١ز فضٝ ثٌشصذز دثٌز   ف١ظ 

. 

 3.2.1 رؼشَف

٠ىْٛ ف١ٙج ثٌّضغ١ش ثٌضجدغ  Partial Differential Equation) (Linearثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز  ثٌخط١ز   

ٚوً ِشضمجصٗ ثٌؾضة١ز فٟ ثٌظٛسر ثٌخط١ز, ٚرٌه دؤٔٙج لا صقضٛٞ ػٍٝ ِشضمجس ِؼشٚدز دذؼؼٙج ٚ لا ػٍٝ 

 .1ػشح د١ٓ ثٌذثٌز ِٚشضمجس, ٚثلأط ٠غجٚٞ 

ٚثٌزٞ ٠ؼضّذ ػٍٝ ِضغ١ش٠ٓ    غ١ش صجدغ ثٌظٛسر ثٌؼجِز ٌٍّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ثٌخط١ز ِٓ ثٌشصذز ثٌغج١ٔز ٌّض

 ٟ٘ وجٌضجٌٟ:      ٚ   ِغضم١ٍٓ 

 
   

   
       

   

    
       

   

   
       

  

  
       

  

  
             

                                                                          

 
  

  
  

  

  
  

   

   
  

   

    
  

   

   
فً ٌٍّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز         ِشضمجس ثٌؾضة١ز, ٚثٌذثٌز ثٌّؾٌٙٛز     ف١ظ    

.) ثٌؼ٠ٛؼٟ , صسثع     ٚ      ٟ٘ عٛثدش أٚ دٚثي ِؼٍِٛز دذلاٌز                   ثٌؾضة١ز, ٚ 

 .(1111ٚػذجط,
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 -إٌٝ علاعز أٔٛثع ٟٚ٘:        ( فغخ ث١ٌّّض 1.1صٕمغُ ثٌّؼجدٌز )

 ْإرث وج B
2
- 4AC = 0 (   فئْ ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ِٓ ثٌٕٛع ثٌّىجفبParabolic PDEs.) 

  ْإرث وجB
2
 – 4AC > 0 فئْ ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ِٓ ثٌٕٛع ثٌضثةذ 

(Hyperbolic PDEs.) 

  ْإرث وجB
2
 – 4AC < 0 ثٌٕٛع ثٌٕجلض  فئْ ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ِٓ (Elliptic PDEs) 

 (1119)شفضش,.

 رؼشَف 4.2.1

ٟ٘ سصذز أػٍٝ ِشضمز فٟ  Partial Differential Equation) (Orderسصذز ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز    

 (.1111ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز )ثٌؼ٠ٛؼٟ ٚآخشْٚ, 

 رؼشَف 5.2.1

ِٓ ثٌذٚثي ثلاخض١جس٠ز    فئْ ثٌقً ثٌزٞ ٠قضٛٞ ػٍٝ     إرث وجٔش ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ِٓ ثٌشصذز     

, ٚأٞ فً ِغضخشػ ِٓ ثٌقً ثٌؼجَ دجخض١جس خجص ٌٍذٚثي ثلاخض١جس٠ز  (General Solution)٠غّٝ دجٌقً ثٌؼجَ  

 (.1119)ثٌذىٛس, (Particular Solution)٠غّٝ دجٌقً ثٌخجص 

ثٌقً ثٌضجَ ٘ٛ ثٌقً ثٌزٞ ٠قضٛٞ ػٍٝ ثٌؼذد ثٌظق١ـ ِٓ ثٌذٚثي ثلاخض١جس٠ز ثٌّٕجظشر ٌٍّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز    

ثٌخط١ز ثٌّضؾجٔغز ٚأٞ فً آخش ٠ىْٛ فً خجص, ثٌقً ثٌؼجَ ٘ٛ ِؾّٛع ثٌقً ثٌضجَ ٚثٌقً ثٌخجص, وّج أْ ثٌقً 

جدٌز ثٌضفجػ١ٍز ششٚؽ ٟٚ٘ ثٌششٚؽ ثٌقذٚد٠ز  ثٌخجص فٟ ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ٠ؾخ أْ ٠ؼجف ٌٍّؼ

(Boundary Conditions)  ثٌششٚؽ ثلادضذثة١ز ٚConditions) Initial  (. 

 رؼشَف 6.2.1

٘ٛ ثٌقً ثٌزٞ لا ٠ّىٓ ثٌقظٛي ػ١ٍٗ ِٓ ثٌقً ثٌؼجَ دجخض١جس  Singular Solutionثٌقً ثٌشجر )ثٌّفشد(   

 (1119ِٕجعخ ٌٍذٚثي ثلاخض١جس٠ز )ثٌذىٛس, 

 رؼشَف  7.2.1  

    ػٕذ    ٌٙج ٔٙج٠ز  , ٔمٛي أْ         ف١ظ   دثٌز ِؼشفز ػٍٝ ثٌّؾّٛػز   ٌضىٓ 

   
    

       

     ف١ظ 

𝜀إرث وجْ لأٞ ػذد   ٠𝛿ٛؽذ ػذد         

|      |         ف١ظ         𝜀 

 ٚ 

  ‖    ‖  𝛿 

 رؼشَف 8.2.1

 دششؽ أْ      ػٕذ  صىْٛ ِضظٍز )ِغضّشر(  , ثٌذثٌز        دثٌز ِٓ ثٌّؾّٛػز   ٌضىٓ 



 

5 
 

   
    

     

 صىْٛ ِٛؽٛدر  ٚ

   
    

           

 ٠ٚشِض ٌٙج دجٌشِض  إرث وجٔش ِضظٍز ػٕذ أٞ ٔمطز فٟ   صىْٛ ِضظٍز ػٍٝ ثٌّؾّٛػز    ٚ

         

 رؼشَف  9.2.1

إرث وجٔش ِغضّشر ػٕذ وً ٔمطز فٟ ٘زٖ ثٌفضشر  [   ]ِغضّشر ِمطؼ١جً فٟ ثٌفضشر ثٌّغٍمز      ثٌذثٌز ثٌقم١م١ز 

 (. 1111ِجػذث ػذد ِٕضٗ ِٓ ثٌٕمجؽ )ع١ٍّجْ,

 رؼشَف  10.2.1

    ٟ٘ ثٌم١ّز ثلأٌٚٝ ثٌضٟ ٔذذأ دٙج ٌقً ثٌّغؤٌز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز  )   Conditions) Initialثٌششٚؽ ثلادضذثة١ز 

)  (Iterative Methods   ٚثٌششٚؽ ثٌقذٚد٠ز(Boundary Conditions)  ٌٍُّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز صٕمغ

 ػٍٝ ثٌٕقٛ ثٌضجٌٟ:

  ششؽ د٠شش١ٍش) Dirichlet  condition (  ػٍٝ ثٌقذٚد ِؼطجء فٟ ثٌّغؤٌز  ٚ٘ٛ ثٌَزٞ صىْٛ ثٌذثٌز.  

 ْ١ِٔٛجْ -ششؽ فج) Van-Neumann boundary condition (  ثٌزَٞ ثٌضٟ صىْٛ ل١ّز ثٌّشضمز ٛ٘ٚ

فٟ ثلاصؾجٖ ثٌؼّٛدٞ 
  

  
 ػٍٝ ثٌقذٚد ِؼطجء فٟ ثٌّغؤٌز. 

  ٓششؽ سٚدRobin boundary condition)  (  ٟثٌزَٞ ػذجسر ػٓ صشو١خ خطٟ ٌششؽ ٛ٘ٚ

 ( kythe ,2011)١ِٔٛجْ )ِخضٍطز( ِؼطجء فٟ ثٌّغؤٌز.-د٠شش١ٍش ٚفجْ

 

 رؼشَف 11.2.1

خلاف ٚ          (  صغّٝ ِؼجدٌز صفجػ١ٍز ؽضة١ز ِضؾجٔغز  إرث وجٔش 1.1ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز )    

  (.1111)ثٌؼ٠ٛؼٟ ٚ آخشْٚ ,رٌه غ١ش ِضؾجٔغز . 

 رؼشَف 12.2.1

 ثٌغج١ٔز  شصذزِؼجدٌز صفجػ١ٍز ؽضة١ز ِٓ ثٌ(Helmholtz Equation )   يؼبدنخ ههًهىنزض     

 ثٌؼجِز ٌٙج صىْٛ ػٍٝ ثٌظٛسر 

   

   
      

   

   
                                            

 ف١ظ                 |     }      ,            
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ِضظٍضجْ ِٚؼٍِٛضجْ وّج أْ        ٚ       فً ٌٍّؼجدٌز, ٚثٌذثٌضجْ          ٚثٌذثٌز ثٌّؾٌٙٛز     

٠ٚطٍك ػ١ٍٗ ثٌشلُ ثٌّٛؽٟ ٚإرث وجٔش    عجدش فئْ ٠غّٝ دجٌؼذد ثٌّٛؽٟ ٠ٚشِض ٌٗ دجٌشِض        إرث وجٔش 

 ّضؾجٔغز .ثٌدثٌز فئْ ٠طٍك ػ١ٍٙج ِؼجدٌز ٌٍّ٘ٙٛضض ثٌّؼّّز غ١ش        

  يؼبدنخ ثىاسىٌ(  فئٕٔج ٔضقظً ػٍٟ 1.1فٟ ثٌّؼجدٌز )          فٟ فجٌز (Poisson 

Equation)   :ٚثٌضٟ صىْٛ ػٍٝ ثٌظٛس 

   

   
      

   

   
                                       

   يؼبدنخ لاثلاط  )( فئٕٔج ٔضقظً ػٍٝ 4.1فٟ ثٌّؼجدٌز )          فٟ فجٌزLaplace 

Equation ) : ٚثٌضٟ صىْٛ ػٍٝ ثٌظٛسر 

   

   
      

   

   
                                              

 رؼشَف 13.2.1 

٠ظؼخ ث٠ؾجد فٍٙج دجٌطشق ثٌضق١ٍ١ٍز ثٌؾذش٠ز   ) (Mathematical  Problemsدؼغ ثٌّغجةً ثٌش٠جػ١ز     

دجٌطشق ثٌضق١ٍ١ٍز  Exact Solutions) (ثٌّؼضجدر, ففٟ دؼغ ثٌّغجةً لا ٠ّىٓ ث٠ؾجد ثٌقٍٛي ثٌّؼذٛؽز 

  ثٌزٞ ٠ضؼٍك  دجشضمجق  ) Analysis) Numerical ثبنزَهُم انؼذدٌٚثٌٕظش٠جس ثٌّؼضجدر, ٌٚزٌه ٍٔؾؤ ٌّج ٠غّٝ 

)  (Derivation ٚٚطف) Description ( ( ًٚصق١ٍAnalysis  ( ؽشق )Methods ٌٍقظٛي ػٍٝ فٍٛي )

                       ضُ رٌه دجٌذقظ ػٍٝ خٛثسص١ِجس ٌٙزٖ ثٌّغجةً ثٌش٠جػ١ز ٠ٚ ) Numerical solution (ػذد٠ز 

) (Algorithms  ُصؼذ )ؽشق رثس خطٛثس ِقذدر ٌٍٛطٛي ِٓ ثٌذ١جٔجس ثٌّؼطجر إٌٝ ثٌٕضجةؼ )فٍٛي ػذد٠ز ٟ٘ٚ

 صمش٠ذجً ٌٍقٍٛي.

 رؼشَف 14.2.1 

ٟٚ٘ ؽشق صذذأ دضمش٠خ ثدضذثةٟ ِٚٓ عُ ثصذجع خٛثسص١ِز   ) (The Iterative Methodsثٌطشق ثٌضىشثس٠ز 

 .ِؼ١ٕز صؤدٞ إٌٝ صمش٠ذجس ِضضجدؼز أفؼً فٟ وً خطٛر ٌٍٛطٛي إٌٝ ثٌقً .

 رؼشَف 15.2.1 

٘ٛ ِؾّٛػز ِٓ ثٌّؼجدلاس ثٌخط١ز ٠ضُ ثٌضؼجًِ ِؼٙج ِؼجً لإ٠ؾجد فً ِشضشن )  (Linear Systemثٌٕظجَ ثٌخطٟ 

ِٓ ثٌّضغ١شثس دجٌشىً  nِٓ ثٌّؼجدلاس ٚ   ٠mّىٓ صّغ١ً ثٌٕظجَ ثٌخطٟ ثٌزٞ ٠قضٛٞ ػٍٝ  ٌؾ١ّغ ثٌّؼجدلاس,

 ثٌضجٌٟ: 

                       

                       

 

                       

 دجٌظٛسر ث٢ص١ز:     , ٠ّىٓ وضجدز ٘زث ثٌٕظجَ ثٌخطٟ ِضغ١شثس    عٛثدش,     ٚ     ف١ظ 

⋮ 
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[

          

          

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
          

] [

  

  

⋮
  

]  [

  

  

⋮
  

] 

 (1111)ٔجطش, 

 رؼشَف 16.2.1 

 ثٌّظفٛفجس ثٌّشصذطز دجٌٕظُ ثٌخط١ز صٕمغُ إٌٝ لغ١ّٓ :

 ِظفٛفجس وغ١فز ) Dense Matrices (  ثٌّظفٛفجس ثٌضٟ صقضٛٞ ػٍٝ ػذد ل١ًٍ ِٓ ثٌؼٕجطش ٟ٘ٚ

 ثٌظفش٠ز ٚصىْٛ طغ١شر .

  ِظفٛفجس ِضٕجعشر) Sparse  Matrices (  ثٌّظفٛفجس ثٌضٟ صقضٛٞ ػٍٝ ػذد ل١ًٍ ِٓ ثٌؼٕجطش غ١ش ٟ٘ٚ

ٔضقظً ػٍٝ ٘زٖ ثٌّظفٛفز ػجدرً ػٕذِج ٔمَٛ دقً ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز  ) Nonzero Elements (ثٌظفش٠ز 

    ) Finite Difference Methods (دطش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز 

ٚفٟ ثلأغٍخ صىْٛ سصذز ٘زٖ ثٌّظفٛفجس وذ١شر ؽذثً, فضىْٛ ِٕجعذز ٌٍقً دجعضخذثَ ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز ثٌضٟ 

 (1111ٌغ١ذ, )ث.صغضف١ذ ِٓ ثٌطش٠مز ثٌّضٕجعشر ٌٍّظفٛفز 

 رؼشَف 17.2.1

ٟ٘ ِظفٛفز ِشدؼز ٠ىْٛ ف١ٙج ػٕجطش ثٌّغٍظ ثٌؼٍٛٞ ِغجٚٞ  ) Symmetric Matrix (ثٌّظفٛفز ثٌّضّجعٍز    

,    ٚ  ( ٌىً ل١ُ    ( ِغ ثٌؼٕظش فٟ ثٌّٛلغ )   ٌؼٕجطش ثٌّغٍظ ثٌغفٍٟ, أٞ أْ صغجٚٞ ثٌؼٕظش فٟ ثٌّٛلغ )

 .(1111)ٔجطش, .ٚػٕذ صذذ٠ً ػٕجطش ثٌظفٛف دؼٕجطش ثلأػّذر لا صضغ١ش ثٌّظفٛفز

 رؼشَف 18.2.1

 صىْٛ ِظفٛفز ِضّجعٍز ِٛؽذز ِقذدر      ِظفٛفز ِشدؼز ِٓ ثٌشصذز   Aإرث وجٔش 

 Positive Definite Symmetric Matrix –PD) ( ٓإرث صقمك ثٌششؽ١ : 

  أْ صىْٛ ِضّجعٍز) Symmetric (. 

  أْ صىْٛ ِٛؽذز ِقذدر)  Positive Definite (  ٌؾ١ّغ ثٌّضؾٙجس غ١ش ثٌظفش٠زx   ْأٞ أ

      . 

 (1111)ثٌغ١ذ, 

 رؼشَف 19.2.1

 (Strictly  Diagonally Dominantصغّٝ ِظفٛفز عجةذر لطش٠جً فؼ١ٍجً )     ِٓ ٔٛع A ثٌّظفٛفز 

 ػٕذِج 

|   |  ∑|   |

 

 < 
   

 

 رؼشَف 20.2.1

ِظفٛفز ِغٍغ١ز إرث وجٔش ؽ١ّغ ثٌؼٕجطش ثٌٛثلؼز   صغّٝ     ِظفٛفز ِشدؼز ِٓ ثٌشصذز         ٌضىٓ   

 ػٍٝ أفذ ؽجٔذٟ ثٌمطش ثٌشة١غٟ ِغج٠ٚز ٌٍظفش أٞ أْ : 
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 (  ِظفٛفز ِغٍغ١ز ػ١ٍجUpper Triangular Matrix    )                   

 ( ٍِٝظفٛفز ِغٍغ١ز عفLower Triangular Matrix   )                   

 رؼشَف 21.2.1

           إرث وجْ  (Singular Matrixِظفٛفز ِٕفشدر ) غّٝص    ِظفٛفز ِشدؼز ِٓ ثٌشصذز  ٌضىٓ

  (Burden et al , 1997 .)        إرث وجْ ( Non-Singular Matrixصغُّٝ ِظفٛفز غ١ش ِٕفشدر )ٚ

 رؼشَف 21.2.1

 ثٌخطؤ ثٌّطٍك  ) Approximation (ل١ّز صمش٠ذ١ز   , ) Exact number (ػذد ِؼذٛؽ    ٔفشع أْ 

Absolute  Error) ) : ٠ؼشَف 

  |    | 

 ٠ؼشف دجٌؼلالز : ) Relative Error (ٚثٌخطؤ ثٌٕغذٟ 

   |
 

  
|  |  

 

  
| 

 (1111)ٔجطش, 

  Mean Value Theorem                         َظشَخ انمًُخ انًزىسطخ                                         3.1

دق١ظ       فٟ   , فئٔٗ ٠ٛؽذ ػذد      لجدٍز ٌٍضفجػً ػٍٝ   , [   ]دثٌز ِضظٍز ػٍٝ ثٌفضشر    ٌضىٓ     

 إْ

      
         

   
 

  (1111)ثٌغؼ١ذ, 

  Theorem   Taylor's                       س                                                            ىَظشَخ ربَه 4.1

ٚثٌضٟ     ٠𝜉ٛؽذ دثٌز  [   ]    , فئٔٗ ٌىً [   ]ػذد ِٛؽٛد فٟ     , ٚأْ [   ] :    ٌضىٓ   

 ٚصقمك :  ٚ     صمغ د١ٓ 

              :     

 ف١ظ أْ 

                   
      

      
 

  
           

      
 

  
       

  ∑
      

 

  

 

 < 

       

  :     
      

 : 

      
   :  (𝜉   )             
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٘ٛ ثٌقذ ثٌّضذمٟ ثٌّشصذؾ      :  ,     فٛي ثٌؼذد      ٌٍذثٌز   س ِٓ ثٌذسؽز ٛوغ١شر فذٚد صج٠ٍ       ف١ظ 

صغّٝ      ػٕذِج       , ثٌّضغٍغٍز ثٌلأٙجة١ز ٚثٌضٟ ٠ضُ ثٌقظٛي ػ١ٍٙج دؤخز ٔٙج٠ز       دىغ١شر ثٌقذٚد 

 ٚصىْٛ ػٍٝ ثٌظ١غز    فٛي       ٌذثٌز    ) Taylor series (      ِضغٍغٍز صج٠ٍش

∑
      

  

 

 < 

      
  

 ثٌضٟ صؤخز ثٌظ١غز  ) Maclaurin series (صغّٝ ِضغٍغٍز ِجوٍٛس٠ٓ فئْ ثٌّضغٍغز         ػٕذِج 

∑
     

  

 

 < 

   

  (1111)ثٌغؼ١ذ, 

 Fundamental Theorem Of Convergence                                          َظشَخ الأسبسُخ نهزمبسة 5.1

 >    }, ثٌّضغٍغٍز       لأٞ 
 ثٌّؼشفز وج٢صٟ:   

           ;                     ٌىً  ِٓ       ٚ    

       𝜌إرث ٚإرث وجْ فمؾ        صىْٛ ِضمجسدز إٌٝ ثٌقً ثٌٛف١ذ  

 (Burden et al , 1997)  أطغش ,وجْ صمجسح ثٌطش٠مز أعشع 𝜌وً ِج وجْ  يلاحظخ: 

                      انىعىد وانىحذاَُخ نَم يسأنخ دَششهُذ ثطشَمخ انفشوق انًُزهُخ   َظشَخ 6.1

Existence and Uniqueness of the Finite Difference Method for Dirichlet Problem  

 ِٕطمز ِقذٚدر ِٚضشثدطز ِٕٚضظّز, ٚوجٔش ِؼجدٌز دٛثعْٛ ِؼشفز ػٍٝ ٘زٖ ثٌّٕطمز ِغ ششٚؽ  Ωٔفشع أْ 

 د٠شش١ٍش ثٌقذ٠ز أٞ أْ 

{
                            

                                         
 

ؼشٚسر, دجٌضجٌٟ فئٔٗ ػٕذ فً ٘زٖ ثٌّؼجدٌز ِغ جٌدٚثي ثخض١جس٠ز ١ٌغش ِغضّشر د       ٚ          ف١ظ 

 ششٚؽ 

٠ىْٛ ٌٙج فً ٚف١ذ ٚصؼشف ٘زٖ ثٌٕظش٠ز دٕظش٠ز ثٌٛؽٛد ٚثٌٛفذث١ٔز د٠شش١ٍش ثٌقذ٠ز دطش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز 

   (stanoyevitch, 2005ٌقً ِغؤٌز د٠شش١ٍش دطش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز )

                      َُىيبٌ انَذودَخ -خ ثىاسىٌ يغ ششوط فبٌيؼبدننَم انىعىد وانىحذاَُخ  َظشَخ 6.1

Existence and Uniqueness for the Poisson PDE with Van-Neumann Boundary 

Condition 
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ثٌقذ٠ز غ١ش  ١ِٔٛجْ-ِغ ششٚؽ فجْ   Ωٔفشع أْ ٌذ٠ٕج ِؼجدٌز دٛثعْٛ ِؼشفز ػٍٝ ثٌّٕطمز ثٌٍّغجء ٚثٌّقذٚدر 

 ثٌّضؾجٔغز أٞ أْ

  

,
                            

   
  

  
                                     

 

دثٌز ِغضّشر ِمطؼ١جً ػٍٝ        , ٚ   دثٌز ِشضمجصٙج ثٌؾضة١ز ِغضّشر ِمطؼ١جً ػٍٝ ثٌّٕطمز         ف١ظ 

   

 فئْ ِؼجدٌز دٛثعْٛ ٠ىْٛ ٌٙج فً إرث ٚفمؾ إرث وجْ صقمك ثٌششؽ :

∬           

 

 ∫         

  

 

 ٠ٚىْٛ ٘زث ثٌقً غ١ش ٚف١ذ ٠ٚضقذد دئػجفز   ٠ٚCompatibility Conditionغّٝ ٘زث ثٌششؽ دجٌششؽ ثٌضٛثفمٟ 

  (stanoyevitch, 2005)عجدش ؽّؼٟ 
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ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز عٕطذمٙج ػٍٝ ثٌضٟ  (FDM)ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز  ؽش٠مزعٕذسط فٟ ٘زث ثٌفظً       

 رٛػـ صطذ١مٙج ػٍٝ دؼغ ثلأِغٍز دؼذٚعٕ ػٍٝ ٔظجَ خطٟ عٕضقظً ٚثٌضٟ ِٕٙجثٌغج١ٔز  شصذزثلإ١ٍ٘ؾ١ز  ِٓ ثٌ

 ٍششٚؽ ثٌقذٚد٠ز .  ٌأٔٛثع  

 Finite Differences Method(FDM)                  طرٌمة الفروق المنتهٌة  1.1

ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ١ٌغش ؽ١ّؼٙج لجدٍز ٌٍقً ثٌضق١ٍٍٟ, فئْ ثٌطشق ثٌؼذد٠ز ِغً ؽش٠مز ثٌفشٚق    

صٛفش ٚع١ٍز فؼجٌز ٌٍقظٛي ػٍٝ فٍٛي صمش٠ذ١ز وّج أٔٙج صؼضّذ فىشصٙج ثلأعجع١ز ػٍٝ ثعضذذثي   FDMثٌّٕض١ٙز  

ثٌّشضمجس فٟ ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز دضمش٠ذجس ؽذش٠ز إٌٝ ل١ُ ثٌذثٌز ػٕذ ٔمجؽ ِٕفظٍز, ثٌّذجدا ثلاعجع١ز ٌٙج ٟ٘ 

             إ٠ؾجد صمش٠خ ثٌّشضمجسثٌضّغ١ً ثٌشذىٟ ٚصمش٠خ ثٌّشضمجس, وّج أٔٙج صؼضّذ ػٍٝ ِضغٍغٍز صج٠ٍش فٟ 

(Al-Rob,2016) . 

 صمغ١ّجس ِضغج٠ٚز ػٍٝ ثٌضٛثٌٟ دق١ظ     إٌٝ  [   ]ٚ [   ]لاشضمجق ثٌطش٠مز ػ١ٍٕج أٚلا صمغ١ُ ثٌفضشثس 

  
   

 
    

   

 
 

د١ٕٙج فٟ و١ف١ز س ٠ٛؽذ أٔٛثع سة١غ١ز ِٓ ثٌضمش٠ذجس ٚثٌضٟ صخضٍف ف١ّج ٛعٕٛػـ رٌه ِٓ خلاي ِضغٍغٍز صج٠ٍ

 ثعضخذثَ ثٌٕمجؽ ثٌّؾجٚسر ٌٕمطز ثٌّشثد ث٠ؾجد٘ج.

 صىْٛ وجٌضج١ٌز:        فٛي ثٌٕمطز           س فٟ دؼذ٠ٓ ٌذثٌزٛثٌظ١غز ٌّضغٍغٍز صج٠ٍ

                
         

  
       

 
         

  
        

 

  
*

          

   
      

   
          

    
            

     
          

   
      

+  

         

 

 Forward Differenceالفروق الامامٌة                                                  2.1.1

 ذثٌز ػٕذ ٔمطز ِؼ١ٕز دجعضخذثَ ل١ّز ثٌذثٌز ػٕذ ٘زٖ ثٌٕمطز ٚػٕذ ثٌٕمطز ثٌضج١ٌز ٌٙج.ثٌٟ٘ صمش٠خ ٌّشضمز       

  (1.1وّج ِٛػـ فٟ ثٌشىً )  x yػذجسر ػٓ ِٕطمز فٟ ثٌّغضٜٛ ٚثٌزٞ ٘ٛ  ٚث٢ْ عٕؼشف ثٌٕطجق  

 (1111)ػ٠ٛٓ, 
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 ِغجةً فٟ دؼذ٠ٓ ( ٔطجق1.1)ثٌشىً 

 

 

 فئْ ِٓ خلاي ِفىٛن ِضغٍغٍز صج٠ٍش ٔؾذ أْ :     ٌٛ وجْ  

                 
       

  
  

  

  
 
        

   
   

  

  
 
        

   
 

  
  

  

    𝜉    

   
                                                               

             𝜉ف١ظ 

 فئْ:    Δٚإرث وجْ 

                 
       

  
  

  

  
 
        

   
   

  

  
 
        

   
 

  
  

  

         

   
                                                              

               ف١ظ 

ٚدجٌضجٌٟ ٔقظً ػٍٝ ثٌفشق ثلأِجِٟ فٟ      دجٌشِض  (     )ػٕذ ثٌٕمطز        ٔشِض ٌم١ّز ثٌذثٌز ث٢ْ 

 دؼذ٠ٓ. 

 

𝑥𝑖  𝑥𝑖:  𝑥𝑖;  

𝑥 

𝑦𝑗:  

𝑦𝑗:  

𝑦𝑗  

𝑦𝑗;  

𝑦𝑗;  

𝑦 

 𝑥 
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   و    المشتمة الاولى التمرٌبٌة بالنسبة لـ 

ٌضمش٠خ   
  

  
(     )  

  

  
               دجعضخذثَ ثٌفشٚق ثلأِج١ِز ٔغضخذَ ل١ُ ثٌذثٌز ػٕذ ثٌٕمجؽ  (     )

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌظ١غز   (     )          

  

  
 

  :        

 
                           

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌظ١غز  (     ) (       )ٚػٕذ ثٌٕمجؽ   

  

  
 

    :      

 
                            

   و     المشتمة الثانٌة التمرٌبٌة  بالنسبة لـ 

ٌضمش٠خ  
   (     )

        ٚ
   (     )

   دجعضخذثَ ثٌفشٚق ثلأِج١ِز ٔغضخذَ ل١ُ ثٌذثٌز ػٕذ ثٌٕمجؽ        

 ثٌظ١غز  ٔضقظً ػٍٝ   (     )                     

   

   
 

  :       :        

  
                     

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌظ١غز   (     ) (       ) (        )ٚػٕذ ثٌٕمجؽ    

   

   
 

    :       :      

  
                    

ٟ٘ خطٛر ثٌضمذَ فٟ ثصؾجٖ    إرث صمش٠خ ثٌّشضمز ثلاٌٚٝ ٚصمش٠خ ثٌّشضمز ثٌغج١ٔز دجعضخذثَ ثٌفشٚق ثلأِج١ِز ف١ظ  

 .      ٚثٌخطؤ فٟ ٘زث ثٌضمش٠خ ٘ٛ    ٟ٘ خطٛر ثٌضمذَ فٟ ثصؾجٖ      ٚ   

                                                             Backward Differenceلفروق الخلفٌةا 1.1.1

, إرث وجْ ٟ٘ صمش٠خ ٌّشضمز دثٌز ػٕذ ٔمطز ِؼ١ٕز دجعضخذثَ ل١ّز ثٌذثٌز ػٕذ ٘زٖ ثٌٕمطز ٚػٕذ ثٌٕمطز ثٌغجدمز ٌٙج    

 ِٓ خلاي ِفىٛن ِضغٍغٍز صج٠ٍش ٔؾذ أْ :     

                 
       

  
  

  

  
 
        

   
  

  

  
 
        

   
 

  
  

  

    𝜉    

   
                                               

             𝜉 ف١ظ 
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 فئْ:    Δٚإرث وجْ 

                 
       

  
  

  

  
 
        

   
   

  

  
 
        

   
 

  
  

  

         

   
                                                   

              ف١ظ 

ٚدجٌضجٌٟ ٔقظً ػٍٝ ثٌفشق ثٌخٍفٟ فٟ      دجٌشِض  (     )ػٕذ ثٌٕمطز        ٔشِض ٌم١ّز ثٌذثٌز ث٢ْ 

 دؼذ٠ٓ.

  و    انًشزمخ الاونً انزمشَجُخ ثبنُسجخ ل 

ٌضمش٠خ 
  

  
(     )  ٚ

  

  
    دجعضخذثَ ثٌفشٚق ثٌخٍف١ز ٔغضخذَ ل١ُ ثٌذثٌز ػٕذ ثٌٕمجؽ    (     )

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌظ١غز (     )      

  

  
 

        ;   

 
                            

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌظ١غز (     ) (       )ٚػٕذ ثٌٕمجؽ   

  

  
 

          ; 

 
                           

   و     انًشزمخ انضبَُخ انزمشَجُخ ثبنُسجخ نـ 

ٌضمش٠خ 
   

   
(     )    ٚ

   

   
 دجعضخذثَ ثٌفشٚق ثٌخٍف١ز ػٕذ ثٌٕمجؽ  (     )

 ٔضقظً ػٍٝ(     ) (       ) (         )   

   

   
 

        ;      ;   

  
                          

 ٔضقظً ػٍٝ (     ) (       ) (        )ٚػٕذ ثٌٕمجؽ  

   

   
  

          ;      ; 

  
                        

إرث ػٕذ صمش٠خ ثٌّشضمز ثلأٌٚٝ ٚصمش٠خ ثٌّشضمز ثٌغج١ٔز دجعضخذثَ ثٌفشٚق ثٌخٍف١ز ٠ىْٛ ثٌخطؤ فٟ ٘زث ثٌضمش٠خ ٘ٛ 
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                                                   Central Differencesالفروق المركزٌة 2.1.1

ٟ٘ صمش٠خ ٌّشضمز ثٌذثٌز ػٕذ ٔمطز ِؼ١ٕز دجعضخذثَ ل١ّز ثٌذثٌز ػٍٝ ؽجٔذٟ ٘زٖ ثٌٕمطز وّج ِٛػـ فٟ ثٌشىً   

(1.1 .) 

 

 

 

 

 

  

 (     صٛص٠غ ٔمجؽ ثٌشذىز فٛي ثٌٕمطز ثٌّشوض٠ز )( 1.1ثٌشىً )

 دجعضخذثَ ِضغٍغٍز صج٠ٍش ٔضقظً ػٍٝ      ٚ      إرث وجٔش  

                     
       

  
       

        

   
             

                     
       

  
                          

                     
       

  
       

        

   
             

                     
       

  
         

    و   انًشزمخ الأونً ثبنُسجخ نـ 

 ٚدجٌضجٌٟ     دجٌشِض  (     )ػٕذ ثٌٕمطز        ٚٔشِض ٌم١ّز ثٌذثٌز  

  

  
 

                 

  
       

𝑢𝑖:  𝑗  
𝑢𝑖;  𝑗  

𝑢𝑖 𝑗:  

𝑢𝑖 𝑗;  

𝑥𝑖;    𝑥𝑖  𝑥𝑖:  

𝑦𝑖;  

𝑦𝑗  

𝑦𝑗:  
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  :      ;   

  
                                

  

  
 

                 

  
       

  

  
 

    :      ; 

  
                                

    و   ثبنُسجخ نـ  انًشزمخ انضبَُخ

     إرث وجٔش 

                               
        

   
  

  

  

    𝜉   

   
  

   𝜉    𝜉  𝜉ف١ظ 

        

   
  

                          

  
             

 فئْ      ٚإرث وجٔش 

                              
        

   
 

  

  

        

   
   

            ف١ظ 

        

   
  

                           

  
               

 ٚدجٌضجٌٟ     دجٌشِض  (     )ػٕذ ثٌٕمطز        ٔشِض ٌم١ّز ثٌذثٌز 

   

   
 

  :            ;   

  
                          

   

   
 

     :               ; 

  
                      

د١ّٕج فٟ ثٌفشٚق ثٌّشوض٠ز ثٌخطؤ فٟ ثٌضمش٠خ      فٟ ثٌفشٚق ثلأِج١ِز ٚثٌفشٚق ثٌخٍف١ز ثٌخطؤ فٟ ثٌضمش٠خ ٘ٛ 

             فئْ     ٘زث ٠ؼٕٟ أْ ثٌفشٚق ثٌّشوض٠ز صٛفش دلز أػٍٝ, ف١ظ وٍّج       ٘ٛ 

(Burden et al , 1997) 
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 طرٌمة الفروق المنتهٌة للحل فً بعدٌن  3.1.1

 صطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ػٍٝ ثٌّؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثلا١ٍ٘ؾ١ز .عٕٛػـ 

 ػٕذ إ٠ؾجد ثٌقً ػ١ٍٕج صطذ١ك دؼغ خطٛثس:

  دق١ظ :    ثٌخطٛر ثلأٌٚٝ : ٔمغُ ثٌٕطجق ٚٔخضجس أػذثد طق١قز 

     :     

     :     

            ,             ٌىً 

   ٚ    ٚ٘زث ٠ؼضذش ثٔشجء شذىز فٟ ثٌّغضٜٛ              ف١ظ            

  َثٌخطٛر ثٌغج١ٔز : إ٠ؾجد ِؼجدٌز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز  دجٌضؼ٠ٛغ  دجٌّشضمجس فٟ ثٌّؼجدٌز ثلأط١ٍز دجعضخذث

 (19.1( ٚ )11.1ثٌفشٚق ثٌّشوض٠ز  )

 

   

   
 

  :            ;   

  
 

   

   
 

     :               ; 

  
  

 فٍ ثؼذٍَ لاثلاط يؼبدنخ

   

   
 

   

   
                        

 دؼذ ثٌضؼ٠ٛغ فٟ ثٌّشضمز ٔضقظً ػٍٝ

  :            ;   

  
 

     :               ; 

  
   

 

 فئْ صمش٠خ ثٌّشضمجس صىْٛ ػٍٝ ثٌظ١غز ثٌضج١ٌز       فٟ فجٌز 

  :     (  
  

  
)        ;    (

  

  
)     :   (

  

  
)     ;     

 

 فئْ صمش٠خ ثٌّشضمجس صىْٛ ػٍٝ ثٌظ١غز ثٌضج١ٌز      فٟ فجٌز 

  :            ;        :       ;                          

 فٍ ثؼذٍَ ثىاسىٌ يؼبدنخ 
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 دؼذ ثٌضؼ٠ٛغ ٔضقظً ػٍٝ

  :            ;   

  
 

     :               ; 

  
     

 

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌضمش٠خ دجٌظ١غز       فٟ فجٌز 

  :     (  
  

  
)       ;    (

  

  
)    :   (

  

  
)    ;        

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌضمش٠خ دجٌظ١غز       فٟ فجٌز 

  :            ;        :       ;                        

 

 فٍ ثؼذٍَ ههًهىنزضيؼبدنخ 

   

   
      

   

   
                                  

 دؼذ ثٌضؼ٠ٛغ ٔضقظً ػٍٝ

  :            ;   

  
 

     :               ; 

  
                    

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌضمش٠خ دجٌظ١غز       فٟ فجٌز 

  :     (  
  

  
)       ;    (

  

  
)     :   (

  

  
)    ;          

       

 ٔضقظً ػٍٝ صمش٠خ ثٌّشضمجس دجٌظ١غز      فٟ فجٌز 

  :            ;        :       ;                            

(Burden et al , 1997 ) فٟ ؽ١ّغ ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ثلا١ٍ٘ؾ١ز       فٟ ٘زٖ ثٌشعجٌز دسعٕج فجٌز

 ثٌضٟ صُ روش٘ج 

(i)                   شرط  دٌرشلٌت الحدوديDirichlet boundary condition 

٠ؼذ ششؽ د٠شش١ٍش ِٓ أُ٘ ثٌششٚؽ ثٌضٟ صغضخذَ فٟ دسثعز ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؼجد٠ز ٚثٌؾضة١ز, ٘زث      

ِٛؽٛدر ٚٔذقظ ثٌزٞ ٔذسعٗ ِؼٍَٛ, أٞ أْ ل١ّز ثٌذثٌز ػٕذ ثٌقذٚد  ٕطجقثٌششؽ ٠ىْٛ ف١ٗ ثٌقً ػٍٝ فذٚد ثٌ

ثٌقذٚد, وّج أْ ٘زث ثٌششؽ ٘ٛ  دق١ظ ٠قمك ثٌّؼجدٌز ٠ٚطجدك ثٌم١ُ ثٌّؼطجر ػٍٝ ٕطجقٌػٍٝ ثٌقً دثخً ث

 فشٚػز ػٍٝ ثٌقذٚد. ّثلأعجط ثٌزٞ ٠شدؾ د١ٓ ثٌّؼجدٌز دثخً ثٌّؾجي ٚ ثٌم١ُ ثٌ
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 2.1 مثال

 المسألة لمعادلة لابلاس أن فرض ن

   

   
 

   

   
                                          

  ثٌششٚؽ ثٌقذٚد٠ز 

                                                                                 

                                                           

                   ػٍّج دؤْ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٘ٛ       

  سُطجك طشَمخ انفشوق انًُزهُخ 

  ثٌشىً ثٌضجٌٟ ٠ٛػـ د١ج١ٔجً ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٙزث ثٌّغجي

 

 

 .     ٚ   ٔمَٛ دضطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ٌٍقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز ٚدسثعز ػذر فجلاس ِخضٍفز ٌم١ّز 

 دق١ظ      ٚ     ٔخضجس ػذدثْ طق١قجْ    انَبنخ الأونً:

  
   

 
 

   

 
 

 

 
    ٚ      

   

 
 

   

 
 

 

 
 

  1.11        إرث       

 (1.1ّغجي )ثٌ( ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌّؼجدٌز لادلاط فٟ 1.1ثٌشىً )
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 (:4.2كًب هى يىضح فٍ انشكم )    أولاً: اَشبء شجكخ فٍ انًسزىي 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 1.11      ( ػٕذِج 1.1ِغجي )ثٌٕمجؽ ثٌذثخ١ٍز ٌٍّؾجي فٟ ( 4.1ثٌشىً )

 

                  صُ صمغ١ُ ثٌفضشر إٌٝ أسدغ ألغجَ ِضغج٠ٚز ف١ظ  

                                     

                                     

 : (19.2( و )18.2): َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ صبَُب

   

   
 

  :            ;   

  
             

   

   
 

     :               ; 

  
 

ثٌضؼ٠ٛغ دجٌّشضمجس    
   

   
  

   

   
 (11.1فٟ ثٌّؼجدٌز ثلأط١ٍز فٕقظً ػٍٝ  )  

  :            ;   

  
 

     :               ; 

  
   

  :            ;         :       ;    

 

𝑝9 

𝑢   𝑦   

   𝑦     

𝑝7 𝑝8 

𝑢   𝑦   

   𝑦     
𝑝  𝑝5 𝑝6 

𝑝  𝑝  𝑝  

𝑢 𝑥       𝑥  

   𝑥 

2 1 2.14 2.4 2.64 

3.14 

3.4 

3.64 

2 

𝑢 𝑥       𝑥     
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            5                

         6               

        5   7                

        5   6   8    

    5    6    9               

     7   8                

 5   7    8   9               

 6   8    9                

ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ  9 9ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع 

 ٚصىْٛ ػٍٝ ثٌشىً ثٌضجٌٟ : 1 9ٚوزٌه ِظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز ِٓ ثٌٕٛع   1 9ثٌٕٛع 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

 5

 6

 7

 8

 9]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        

 
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

    

 1.1      ٚدجٌضجٌٟ        ٚ     ٔخضجس  :انَبنخ انضبَُخ 

 (5.2أولاً: اَشبء انشجكخ كًب يىضح فٍ انشكم )
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 1.1       ( ػٕذِج 1.1ّغجي )ثٌصقذ٠ذ ثٌٕمجؽ ثٌذثخ١ٍز ٌٍّؾجي فٟ ( 1.1ثٌشىً )

 ثانٌا : إٌجاد المنظومة الخطٌة باستخدام الفروق المركزٌة  :

  :            ;         :       ;    

          5            

            6          

            7          

        8          

      5   6   9          

    5    6    7         

    6    7   8          

    7    8               

 

𝑝9 
𝑢   𝑦   

   𝑦     
𝑝7 𝑝8 

𝑢   𝑦   

   𝑦     

𝑝  

𝑝5 𝑝6 

𝑝  𝑝  𝑝  

𝑢 𝑥       𝑥  

   𝑥 

1.2 1 2.3 2.5 2.7 

3.1 

3.3 

3.5 

2 

𝑝   𝑝   𝑝   

𝑝 6 𝑝 5 𝑝   𝑝   

3.7 

2 

𝑢 𝑥       𝑥     
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 5    9                    

 6   9                  

 7                   5    

 8                   6          

 9                    

                  5          

             5    6          

       5     6          

 

ٚ ِظفٛفز  11 11ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع 

 .11   1ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز ِٓ ٔٛع  11   1ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

 5

 6

 7

 8

 9

   

   

   

   

   

  5

  6]
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

 
 

       
       

 
 

       
       
       
       
       ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

ٚدضطذ١ك ٔفظ ثٌخطٛثس ثٌغجدمز لإ٠ؾجد         ٚدجٌضجٌٟ صىْٛ         ٔخضجس  انَبنخ انضبنضخ:

ِؼجدٌز ثٌفشٚق ٟٚ٘ إٔشجء ثٌشذىز  ٚ ثعضخذثَ ثٌفشٚق ثٌّشوض٠ز  صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ 

ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز ِٓ  11   1 ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع  11   11ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع 

 .ثٌٕٛع 

دؼذ صطذ١ك ٔفظ ثٌخطٛثس لإ٠ؾجد ثٌقً           ٚدجٌضجٌٟ صىْٛ         ٔخضجس  :انَبنخ انشاثؼخ

  111    111صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع  دطش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز 

 . 111    1ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع 

 

 1.1 مثال

 كالتالًنفرض أن المسألة لمعادلة لابلاس 

   

   
 

   

   
                                   

 الشروط الحدودٌة 

                                                                                

                                                                                    

                               الحل التحلٌلً  علما بأن  
 

 
  

 الحل 

 ثٌشىً ثٌضجٌٟ ٠ٛػـ ٌٕج د١ج١ٔجً ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٙزث ثٌّغجي
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عٕمَٛ دضطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ػٍٝ ٘زث ثٌّغجي  ٌٍقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز ٚدسثعز فجلاس ِخضٍفز  

 ٔضذغ ثلاصٟ :     ٚ   ٌم١ّز 

         ٘زث ٠ؼٕٟ أْ        ٚ     ٔخضجس  :انَبنخ الاونً

 (:7.2كًب هى يىضح فٍ انشكم )    اَشبء شجكخ فٍ انًسزىي   أولاً:

 

 

 

 

 

 

 

 

          ػٕذِج(1.1ّغجي )ثٌذثخ١ٍز ٌٍّؾجي فٟ ثٌصقذ٠ذ ثٌٕمجؽ ( 1.1ثٌشىً )

 (1.1مثال )فً ال( الحل الفعلً لمعادلة لابلاس 5.1الشكل )

 

𝑢 𝑥      𝑥   𝑥  

   𝑥

2 

𝑝9 
     

𝑢   𝑦    

 

𝑢   𝑦    

 

𝑝7 𝑝8 

    

𝑝  𝑝5 𝑝6 

𝑝  𝑝  𝑝  
0.25 

2 0.25 0.5 0.75 

𝑢 𝑥         𝜋𝑥  
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 صبَُب: َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ  :

   

   
 

  :            ;   

  
             

   

   
 

     :               ; 

  
 

ثٌضؼ٠ٛغ دجٌّشضمجس    
   

     
   

 فٟ ثٌّؼجدٌز ثلأط١ٍز فٕقظً ػٍٝ      

  :            ;   

  
 

     :               ; 

  
   

   :            ;         :       ;    

                           

               5          

             6           

        5   7         

              5   6   8    

    5    6    9       

      7   8             

    5   7    8   9        

           6   8    9          

 

ِٚظفٛفز ِؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع  9 9ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع 

 ِٛػقز وجٌضجٌٟ:  9  1ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز ِٓ ثٌٕٛع  9  1

[
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

 5

 6

 7

 8

 9]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
        

 
       

 
 
 

      
     
      ]
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دجعضخذثَ ٔفظ ثٌخطٛثس ثٌغجدك فٟ إ٠ؾجد ثٌّٕظِٛز         أٞ أْ         ٔخضجس  :انَبنخ انضبَُخ

 ٔضقظً ػٍٝ ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز ثٌضج١ٌز:    ,  ثٌخط١ز ٌىٓ دضغ١١ش ل١ّز  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

 5

 6

 7

 8

 9

   

   

   

   

   

  5

  6]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        
        
       
       

 
 
 
 
 
 
 
 

       
        
        
       ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز دؤصذجع ٔفظ ثٌخطٛثس          أٞ أْ         ٔخضجس   :انَبنخ انضبنضخ

 ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع       11   11ٌٍقً فىجٔش ثٌّٕظِٛز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع 

 .11   1 ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز ِٓ ثٌٕٛع   11   1

دئصذجع ٔفظ ثٌخطٛثس صقظٍٕج ػٍٝ ثٌّٕظِٛز           أٞ أْ        ٔخضجس  :انشاثؼخانَبنخ 

  111   1 ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع  111    111ثٌخط١ز ثٌضٟ صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع 

 ..111   1 ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز ِٓ ثٌٕٛع 

 

 2.1مثال 

 ٔفشع أْ ثٌّغؤٌز ٌّؼجدٌز دٛثعْٛ وجٌضجٌٟ 

   

   
 

   

   
 

 

 
  

 

 
                                        

 ثٌششٚؽ ثٌقذٚد٠ز 

                                                                             

                                                                                

                  ػٍّج دجْ ثٌقً ثٌضق١ٍٍٟ ٘ٛ 

 سنطبك طرٌمة الفروق المنتهٌة 
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 ثٌشىً ثٌضجٌٟ ٠ٛػـ د١ج١ٔجً ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٙزث ثٌّغجي .

 

 (1.1ّغجي )فٟ ثٌ( ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌّؼجدٌز دٛثعْٛ 1.1ثٌشىً)

 

ٔمَٛ دضطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ٌٍقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز ٚثٌضٟ عٕمَٛ دذسثعضٙج فٟ ػذر فجلاس ِخضٍفز  

 ٔضذغ ث٢صٟ:    ٚ      ٌم١ّز 

 دق١ظ      ٚ     ٔخضجس ػذدثْ طق١قجْ    انَبنخ الأونً:

  
   

 
 

   

 
 

 

 
    ٚ      

   

 
 

   

 
 

 

 
 

  1.11        إرث     

 (:9.2كًب هى يىضح فٍ انشكم )    اَشبء شجكخ فٍ انًسزىي   أولاً:
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 (        ( ػٕذِج )1.1ّغجي )٠قذد ثٌٕمجؽ ثٌذثخ١ٍز ٌٍّؾجي فٟ ثٌ( 9.1ثٌشىً )

 (23.2(  فُزَصم ػهً انًؼبدنخ )22.2صبَُب: ػهُُب َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ورنك ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ )

  :            ;         :       ;     (     ) 

                          

            5              

         6              

        5   7              

        5   6   8        

    5    6   9              

      7    8               

 5    7    8   9              

 6    8    9             

 

𝑢 𝑥    𝑥    𝑥   

   𝑥    

 

𝑝9 𝑢   𝑦   

     𝑦   

𝑢   𝑦      𝑦  

2.64 

𝑝7 𝑝8 

2.4 

𝑝  𝑝5 𝑝6 

𝑝  𝑝  𝑝  
2.14 

𝑢 𝑥    𝑥   𝑥 

   𝑥

2 1 2.14 2.4 2.64 

2 

1 
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ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٚظفٛفز ِؾج١ً٘ ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز 

 صىْٛ ػٍٝ ثٌشىً ثٌضجٌٟ:

[
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

 5

 6

 7

 8

 9]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        

     
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 ٚرٌه دجصذجع ٔفظ ثٌخطٛثس فٟ ثٌقً فضقظٍٕج ػٍٝ ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز ثٌضج١ٌز              :انَبنخ انضبَُخ

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

 5

 6

 7

 8

 9

   

   

   

   

   

  5

  6]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
      
       
       
       
       
       ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

دجصذجع ٔفظ ثٌخطٛثس صقظٍٕج ػٍٝ ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز           دسعٕج ثٌّغجي فٟ فجٌز  :انَبنخ انضبنضخ

ِٚظفٛفز ثٌقذٚد   11   1ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع  11   11صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع 

 ..11   1 ثٌّطٍمز ِٓ ثٌٕٛع 

صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز ِٓ ثٌٕٛع              فٟ فجٌز   :انَبنخ انشاثؼخ

 . .111   1 ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز ِٓ ثٌٕٛع   111   1 ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع 111   111

 

 3.1مثال 

 ٔفشع أْ ثٌّغؤٌز ٌّؼجدٌز ٌٍّ٘ٙٛضض وجٌضٍٟ
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 ثٌششٚؽ ثٌقذٚد٠ز

                                      

                                      

          ػٍّج دؤْ ثٌقً ثٌضق١ٍٍٟ ٘ٛ        

 سنطبك طرٌمة الفروق المنتهٌة 

 ثٌشىً ثٌضجٌٟ ٠ٛػـ د١ج١ٔجً ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٙزث ثٌّغجي .

 

 

 

 .     ٚ   ٔمَٛ دضطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ٌٍقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز ٚدسثعز ػذر فجلاس ِخضٍفز ٌم١ّز 

 دق١ظ      ٚ     ٔخضجس ػذدثْ طق١قجْ    انَبنخ الأونً:

  
   

 
 

   

 
 

 

 
    ٚ      

   

 
 

   

 
 

 

 
 

 3.14        إذا       

 (:22.1كما هو موضح فً الشكل )    انشاء شبكة فً المستوى   أولاً:

 

 

 (4.1ّغجي )ثٌ فٟ  ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌّؼجدٌز ٌٍّ٘ٙٛضض( 11.1ثٌشىً)
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          ( ػٕذِج 4.1ّغجي )صقذ٠ذ ثٌٕمجؽ ثٌذثخ١ٍز ٌٍّؾجي فٟ ثٌ( 11.1ثٌشىً )

 (19.2( و)18.2صبَُب: َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ )

   

   
 

  :            ;   

  
             

   

   
 

     :               ; 

  
 

ثٌضؼ٠ٛغ دجٌّشضمجس    
   

     
   

 (14.1فٟ ثٌّؼجدٌز ثلأط١ٍز فٕقظً ػٍٝ ثٌّؼجدٌز )     

  :            ;   

  
 

     :               ; 

  
        (     ) 

     :      ;         :       ;                

                          

                   5        

              6          

             5     7        

             5     6     8       

 

𝑢 𝑥    𝑥 

   𝑥 

2 

𝑝9 
     

𝑢   𝑦  𝑦 

 

𝑢   𝑦    

 

𝑝7 𝑝8 

    

𝑝  𝑝5 𝑝6 

𝑝  𝑝  𝑝  
0.25 

2 0.25 0.5 0.75 

𝑢 𝑥      
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        5     6     9         

         7      8           

   5      7     8     9         

   6      8     9           

 

ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٚظفٛفز ِؾج١ً٘ ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز 

 صىْٛ ػٍٝ ثٌشىً ثٌضجٌٟ:

[
 
 
 
 
 
 
 
 
             
              
             
              
               
              
             
              
             ]
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 6

 7

 8
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 صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز  ػٍٝ ثٌشىً ثٌضجٌٟ              :انَبنخ انضبَُخ

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    
                     
                     
                    
                     
                      
                      
                     
                     
                      
                      
                     
                    
                     
                     
                    ]
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دجصذجع ٔفظ ثٌخطٛثس صقظٍٕج ػٍٝ ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز            دسعٕج ثٌّغجي ػٕذِج   انَبنخ انضبنضخ:

ِٚظفٛفز ثٌقذٚد   11   1ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع  11   11صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع 

 . .11   1 ثٌّطٍمز ِٓ ثٌٕٛع 

صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز ِٓ ثٌٕٛع              ػٕذِج   انَبنخ انشاثؼخ:

 ..111   1 ِٚظفٛفز ثٌقذٚد ثٌّطٍمز ِٓ ثٌٕٛع   111   1ِٚظفٛفز ثٌّؾج١ً٘ ِٓ ثٌٕٛع  111   111
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(ii) ٌَُىيبٌ انَذودٌ       -ششط  فبVan-Neumann Boundary Condition      

 

ِجٟ٘ إلا ثِضذثد ػذدٞ ٌفىشر د٠شش١ٍش ٌزٌه عٕمَٛ دجصذجع ٔفظ ثٌخطٛثس ثٌضٟ  نٌومان الحدٌة  -شروط فان   

صّش صطذ١مٙج فٟ ششٚؽ د٠شش١ٍش  ٌٚىٓ عٕغضغٕٟ صمش٠خ ثٌششٚؽ ثٌقذ٠ز, ٌٚىٓ ٠مَٛ دضمش٠خ ؽجٔخ فمؾ ِٓ 

-Papanikos & Gousidou) ثٌّٕطمز ثٌّشثد دسثعضٙج, ٚث٢ْ عٕٛػـ رٌه ِٓ خلاي ثلأِغٍز ث٢ص١ز

Koutita,2015) 

  4.1مثال 

 ٔفشع أْ ثٌّغؤٌز ٌّؼجدٌز لادلاط وجٌضجٌٟ

   

   
  

   

   
                                  

 ثٌششٚؽ ثٌقذٚد٠ز

                                           

                                            

          ػٍّج دؤْ ثٌقً ثٌضق١ٍٍٟ ٘ٛ        

 سنطبك طرٌمة الفروق المنتهٌة

 ٠ٛػـ د١ج١ٔجً ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٙزث ثٌّغجي .ثٌضجٌٟ  ثٌشىً

 

 

 

     عٕطذك ػٍٝ ٘زث ثٌّغجي ؽش٠مز ثٌفشق ثٌّٕض١ٙز ٚع١ضُ دسثعضٗ فٟ ػذر فجلاس ِخضٍفز ٌـــ 

 (1.1ّغجي )ثٌ لادلاط فٟ( ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌّؼجدٌز 11.1ثٌشىً)
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 (13.2كًب هى يىضح فٍ انشكم )    اَشبء شجكخ فٍ انًسزىي   أولاً:

           دجخض١جس   :انَبنخ الأونً

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         ػٕذِج  1.1ّغجي ثٌصقذ٠ذ ثٌؼمذ ث١ٌّ٘ٛز ٚثٌذثخ١ٍز فٟ ( 11.1ثٌشىً )

 

,   ف١ظ           (  ٚرٌه دجخض١جس  1,1( ٚ صمغ١ُ ثٌفضشر )1,1صمغ١ُ ثٌفضشر )

                              

                                          

                                                             

( وانزؼىَض فٍ انًؼبدنخ الأصهُخ 19.2) و (18.2صبَُب: َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ )

 ( 21.2نهًضبل فُزَصم ػهً )

  :            ;         :       ;     

            ;              ;                                 

 

𝑢𝑦 𝑥    𝑥 

   𝑥 

2 

𝑝9 

     

𝑢𝑥   𝑦  𝑦 

 

𝑢𝑥   𝑦  𝑦 

 

𝑝7 𝑝8 

    

𝑝  𝑝5 

𝑝6 

𝑝  𝑝  𝑝  

0.25 

2 0.25 0.5 0.75 

𝑢𝑦 𝑥    𝑥 

𝑝 7 𝑝 6 

𝑝   𝑝   𝑝   𝑝   𝑝 5 

𝑝   

𝑝 9 𝑝 8 𝑝
  

𝑝   𝑝   𝑝 5 𝑝    𝑝   

x 

y 
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 Leftأٚ ثٌؾجٔخ ثلأ٠غش)( فٟ ثٌقذ Ghosts Nodesع١ىْٛ ٌذ٠ٕج ٔمجؽ ١ّ٘ٚز )   ػٕذ ث٠ؾجد ثٌٕمجؽ فٛي 

Edge( ٍٟٚثٌقذأ ٚ ثٌؾجٔخ ثٌغف )Bottom Edge)  ;       ;  ٌٌٝٚٚضخٍض ِٕٙج عٕغضخذَ ثٌّشضمز ثلأ ,

 ( 11.1( ٚ )11.1ٌٍفشٚق ثٌّشوض٠ز )

  

  
 

  :      ;   

  
  

  

  
 

    :      ; 

  
         

 دّج أْ 

  

  
                      

  

  
            

 
  

  
              

  

  
               

 فئْ 

  

  
|
     

 
  :      ;   

  
            

  

  
|
     

 
      ;   

       
             

 

      ;                            ;    

  

  
|
     

 
    :      ; 

  
        

  

  
|
     

 
        ; 

       
        

        ;                                     ;    

 ( 11.1دجٌضؼ٠ٛغ فٟ ثٌّؼجدٌز )

                       

 دؼذ إػجدر ثٌضش١ِض ٔضقظً ػٍٝ 

           6    
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                          ;                                  

 ع١ىْٛ ٌذ٠ٕج ٔمطز ١ّ٘ٚز ثٌقذ أٚ ثٌؾجٔخ ثٌغفٍٟ  ف١ظ   ػٕذ ث٠ؾجد ثٌٕمجؽ فٛي 

 ٚدجٌضجٌٟ                       

  

  
|
     

         ;                            ;                

 ( 11.1دجٌضؼ٠ٛغ فٟ ثٌّؼجدٌز  )

                                      

            7        

 

                          ;                                  

  

  
|
     

         ;                        ;                   

       دجٌضؼ٠ٛغ فٟ ثٌّؼجدٌز 

                                  

            8       

 

                          ;                                   

  

  
|
     

         ;                         ;             

 (11.1دجٌضؼ٠ٛغ فٟ ثٌّؼجدٌز )

                              

        5    9        
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 5                        ;                                  

  

  
|
     

         ;                       ;           

   
  

  
|
     

  5                          5          

        دجٌضؼ٠ٛغ فٟ ثٌّؼجدٌز 

                         

      5           

            ;                                        

  

  
|
     

   ;                         ;               

 ٚدئػجدر ثٌضش١ِض ٔضقظً ػٍٝ        دجٌضؼ٠ٛغ فٟ ثٌّؼجدٌز 

     6    7            

 ٚٔغضّش دٕفظ ثٌخطٛثس فٟ ثٌضخٍض دجٌٕمؾ ث١ٌّ٘ٛز فضقظً ػٍٝ 

 

    6    7   8                          

    7    8   9                          

    8    9                             

 5    9         5                         

 6              6                         

 7                 7                      

 8                 8                      

 9             5    9                      

            5                              
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       6     7                              

      6     7    8                          

      7     8    9                          

      8     9                             

  5     9         5                           

   6                                                   

   7                                        

   8                                       

   9             5                           

             5                             

 

من  ومصفوفة مجاهٌل 14   14من النوع ومنها تحصلنا على منظومة خطٌة تحتوي على مصفوفة معاملات 

 على الصورة التالٌة: تكون  14   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  14   2النوع 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          
                          ]
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

 5

 6

 7

 8

 9

   

   

   

   

   

  5

  6

  7

  8

  9

   

   

   

   

   

  5]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
      
      
      

   
     

 
 
 

      
    
 
 
 

     
     

 
 
 

      
   

      
     
      

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

دجصذجع ٔفظ ثٌخطٛثس ٌٍقً صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ          ػٕذِج  انَبنخ انضبَُخ:

 ومصفوفة الحدود المطلمة  25   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 11     11ٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع ِظف

 .  25   2من النوع 

فٛفز ِؼجِلاس ِٓ صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظ        ػٕذِج انَبنخ انضبنضخ: 

 . 212   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  212   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 111  111ثٌٕٛع

فٛفز ِؼجِلاس ِٓ صُ ثٌقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظ        ػٕذِج   انَبنخ انشاثؼخ:

 .  373   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  373   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 414   414ثٌٕٛع 

  5.1مثال 

 نفرض أن المسألة لمعادلة بواسون كالتالً

   

   
  

   

   
                                      

 الشروط الحدودٌة

                                            

                                             

       علما بأن الحل التحلٌلً هو        
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  سنطبك طرٌمة الفروق المنتهٌة

 ثٌشىً ثٌضجٌٟ ٠ٛػـ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٍّغجي

 

 (1.1ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌّؼجدٌز دٛثعْٛ فٟ ثٌّغجي ) (14.1ثٌشىً )

     عٕطذك ػٍٝ ٘زث ثٌّغجي ؽش٠مز ثٌفشق ثٌّٕض١ٙز ٚع١ضُ دسثعضٗ فٟ ػذر فجلاس ِخضٍفز ٌـــ 

 (15.2كًب هى يىضح فٍ انشكم )    اَشبء شجكخ فٍ انًسزىي أولاً: 

          ػٕذِج انَبنخ الأونً: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

 

𝑢𝑦 𝑥    𝑥  

   𝑥2 

𝑝9 

     

𝑢𝑥   𝑦  𝑦  

 

𝑢𝑥   𝑦    

 

𝑝7 𝑝8 

    

𝑝  𝑝5 

𝑝6 

𝑝  𝑝  𝑝  

0.25 

2 0.25 0.5 0.75 

𝑢𝑦 𝑥      

𝑝 7 𝑝 6 

𝑝   𝑝   𝑝   𝑝   𝑝 5 

𝑝   

𝑝 9 𝑝 8 𝑝
  

𝑝   𝑝   𝑝 5 𝑝    𝑝   

x 
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          ػٕذِج (1.1ِغجي )ثٌٕمجؽ ث١ٌّ٘ٛز ٚثٌٕمجؽ ثٌذثخ١ٍز فٟ ( 11.1ثٌشىً )

 

,   ف١ظ           (  ٚرٌه دجخض١جس  1,1( ٚ صمغ١ُ ثٌفضشر )1,1صُ صمغ١ُ ثٌفضشر )

                              

                                          

                                                             

 

( وانزؼىَض فٍ انًؼبدنخ الأصهُخ 19.2( و )18.2صبَُب: َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ )

 ( 23.2نهًضبل فُزَصم ػهً )

  :            ;        :       ;           

 ( هً Ghosts Nodesسٌكون لدٌنا نماط وهمٌة )

 ;       ;     ;     ;     ;     ;   5    ;     5    ;     5   

 ;     5    ;       5    5    5    5  5      5 

 ( 26.1( و )25.1ولتخلص منها سنستخدم تمرٌب المشتمة الأولى للفروق المركزٌة )

  

  
 

  :      ;   

  
  

  

  
 

    :      ; 

  
         

 بما أن 

  

  
                      

  

  
            

 
  

  
              

  

  
               

 وبالً المٌم داخل المجل سٌتم اٌجادها كما فً شروط دٌرشلٌت 

          6                     

            7                            

            8                            

        5    9                             
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      5                                           

     6    7                                

    6    7   8                                

    7    8   9                                 

    8    9                                    

 5    9         5                                 

 6              6                                   

 7                 7                               

 8                 8                                 

 9             5    9                               

            5                                         

       6     7                                      

      6     7    8                                  

      7     8    9                                  

      8     9                                      

  5     9         5                                   

   6                                                           

   7                                              

   8                                              

   9             5                                

             5                                               

ى مصفوفة معاملات ومصفوفة مجاهٌل ومصفوفة الحدود المطلمة ومنها تحصلنا على منظومة خطٌة تحتوي عل

 تكون على الشكل التالً:
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                          ]
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 6

 7

 8

 9

   

   

   

   

   

  5

  6

  7

  8

  9

   

   

   

   

   

  5]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
       
        
        
      
       
       
        
       
        
        
         
       

         
         
         
         
         
         
          

      
         
         
          

      ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ٛفز ثٌّؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظف         ػٕذِج  نخ انضبَُخ:انَب

 .  25   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  25   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 11   11

 فٛفز ِؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظ        ػٕذِج  انَبنخ انضبنضخ:

 .  212   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  212   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 111   111
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صُ ثٌقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ         ػٕذِج  انَبنخ انشاثؼخ:

 .  373   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  373   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 414   414 ثٌٕٛع

(iii) ( مختلطال شرط روبن الحدودي) ة    Mixed) )Robin boundary condition  

ششؽ سٚدٓ ٠شدؾ د١ٓ ل١ّز ثٌذثٌز ٔفغٙج ػٍٝ ثٌقذٚد وّج فٟ د٠شش١ٍش ٚ ِشضمضٙج ثٌؼّٛد٠ز ػٍٝ ثٌقذٚد وّج      

 .١ِٔٛجْ–فٟ ١ِٔٛجْ ٚثلاِغٍز ثٌضج١ٌز صٛػـ و١ف صىْٛ ؽش٠مز ثٌقً ِخضٍؾ د١ٓ د٠شش١ٍش ٚفجْ 

 6.1مثال 

 ٔفشع أْ ثٌّغؤٌز ٌّؼجدٌز لادلاط وجٌضجٌٟ

   

   
  

   

   
                                  

 ثٌششٚؽ ثٌقذٚد٠ز

                                             

                                             

           ػٍّج دؤْ ثٌقً ثٌضق١ٍٍٟ ٘ٛ        

  سنطبك طرٌمة الفروق المنتهٌة 

 ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٙزث ثٌّغجيثٌشىً ثٌضجٌٟ ٠ٛػـ د١ج١ٔجً 

 

 

 (1.1ّغجي )ثٌ( ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌّؼجدٌز لادلاط فٟ 11.1ثٌشىً )
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        سٌتم بتطبٌك الفروق المنتهٌة للحصول على منظومة خطٌة ودراسة عدة حالات مختلفة لمٌمة 

          عندما   الحالة الأولى:

 (:26.1كما موضح فً الشكل )      أولا: انشاء شبكة فً المستوى 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          (  ػٕذِج1.1ّغجي )صقذ٠ذ ثٌٕمجؽ ث١ٌّ٘ٛز ٚثٌذثخ١ٍز ٌٍّؾجي فٟ ثٌ( 11.1ثٌشىً )

  

 ,  ف١ظ         (  ٚرٌه دجخض١جس  1,1( ٚ صمغ١ُ ثٌفضشر )1,1صُ صمغ١ُ ثٌفضشر )

                           

                                      

                                               

( وانزؼىَض فٍ انًؼبدنخ الأصهُخ 19.2( و )18.2صبَُب: َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ )

 ( 21.2نهًضبل فُزَصم ػهً )

  :            ;        :       ;       

y 

 

𝑢 𝑥    𝑥  

   𝑥 

2 

𝑝6 

     

𝑢   𝑦  𝑦  

 

𝑢   𝑦    

 

𝑝  𝑝5 

    

𝑝  𝑝  𝑝  

0.25 

2 
0.25 0.5 0.75 

𝑢𝑦 𝑥       

𝑝   

𝑝9 𝑝8 𝑝7 

𝑝   𝑝   

x 
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فٟ ثٌقذ ثٌغفٍٟ ِٓ ثٌّؾجي ٚدجلٟ ثٌقذٚد ل١ّز ثٌذثٌز ِٛؽٛدر    ;     ;      ;   ع١ىْٛ ٌذ٠ٕج ٔمجؽ ١ّ٘ٚز 

( , ِٓ خلاي ثٌفشٚق 11.1ػٕذ ثٌقذ , وّج أٔج عٕضخٍض ِٓ ثٌٕمجؽ ث١ٌّ٘ٛز ػٓ ؽش٠ك صمش٠خ ثٌّشضمز ثلأٌٚٝ )

 ثٌّشوض٠ز ٔضقظً ػٍٝ

                                      

            5                         

         6                                 

        5   7                            

        5   6   8                      

    5    6   9                          

     7   8                                

 5   7    8   9                          

 6   8    9                             

 7                                          

 8                                     

 9                                              

 ٕٙج لذ صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صىْٛ ػٍٝ ثٌشىً ثٌضجٌِٟٚ

[
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ػٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ  صُ ثٌقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ         ػٕذِج  انَبنخ انضبَُخ:

  .  13   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  13   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل  11   11ثٌٕٛع 

  ٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛعفظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقض        ػٕذِج   انَبنخ انضبنضخ:

 .  83   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  83   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 91   91

ٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ صُ ثٌقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍ         ػٕذِج  انَبنخ انشاثؼخ:

 . 313   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  313   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 411   411ثٌٕٛع 

 7.1مثال 

 نفرض أن المسألة لمعادلة بواسون كالتالً

   

   
  

   

   
                                    

 الشروط الحدودٌة

                                          

                                            

           علما بأن الحل التحلٌلً هو        

  سنطبك طرٌمة الفروق المنتهٌة

 ثٌشىً ثٌضجٌٟ ٠ٛػـ د١ج١ٔجً ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٙزث ثٌّغجي

 

 (1.1ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌّؼجدٌز دٛثعْٛ فٟ ِغجي ) (11.1ثٌشىً)
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        ع١ضُ دضطذ١ك ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ٌٍقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز ٚدسثعز ػذر فجلاس ِخضٍفز ٌم١ّز 

          ػٕذِج   انَبنخ الأونً:

 (:19.2كًب يىضح فٍ انشكم )      أولا: اَشبء شجكخ فٍ انًسزىي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (  1.1ي )ّغجثٌذثخ١ٍز فٟ ثٌصقذ٠ذ ثٌؼمذ ث١ٌّ٘ٛز ِٓ ؽٙز ث١ّ١ٌٓ ٚثٌٕمجؽ ( 19.1ثٌشىً )

  

                     ,  ف١ظ               صُ صمغ١ُ ثٌفضشثس  ٚرٌه دجخض١جس  

                                   

                                                         

( وانزؼىَض فٍ انًؼبدنخ الأصهُخ 19.2( و )18.2صبَُب: َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ )

 ( 23.2نهًضبل فُزَصم ػهً )

  :            ;        :       ;            

 

𝑢 𝑥    𝑥𝑒 

   𝑥 
2 

𝑝6 

     

𝑢𝑥   𝑦  𝑒𝑦 

 

𝑢   𝑦    

𝑝  

𝑝5 

    

𝑝  𝑝  𝑝  

0.25 

2 0.25 0.5 0.75 

𝑢 𝑥    𝑥 

𝑝   𝑝9 

𝑝8 𝑝7 

𝑝   

x 

y 

𝑝   
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فً الحد أو الجانب الأٌمن من المجال وبالً الحدود لٌمة الدالة     5    5     5 سٌكون لدٌنا نماط وهمٌة 

( , من خلال 25.1موجودة عند الحد , كما أنا سنتخلص من النماط الوهمٌة عن طرٌك تمرٌب المشتمة الأولى )

 الفروق المركزٌة نتحصل على

         5                                         

           6                                 

           7                                 

         8                                           

     5   6   9                                         

    5    6   7                                 

    6    7   8                                

     7    8                                    

 5    9                                             

 6   9                                       

 7                                           

 8                                                

 وعلٌها تحصلنا على منظومة خطٌة موضحه كالتالً

[
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ػٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ  صُ ثٌقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ         ػٕذِج  انَبنخ انضبَُخ:

 .  13   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  13   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 11   11 ثٌٕٛع 

 ٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع فظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػ        ػٕذِج   انَبنخ انضبنضخ:

 .  83   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  83   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 91  91

صُ ثٌقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ          ػٕذِج  انَبنخ انشاثؼخ:

 .  313   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  313   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 411   411ثٌٕٛع 

 8.1مثال 

 ٔفشع أْ ثٌّغؤٌز ٌّؼجدٌز ٌٍّ٘ٙٛضض وجٌضجٌٟ

   

   
  

   

   
                                          

 ثٌششٚؽ ثٌقذٚد٠ز

                                           

                                           

           ػٍّج دؤْ ثٌقً ثٌضق١ٍٍٟ ٘ٛ        

  سنطبك طرٌمة الفروق المنتهٌة

 ثٌشىً ثٌضجٌٟ ٠ٛػـ د١ج١ٔجً ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌٙزث ثٌّغجي

 

 (9.1( ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٌّؼجدٌز ٌٍّ٘ٙٛضض فٟ ثٌّغجي )11.1ثٌشىً )
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دجصذجع ٔفظ خطٛثس ثلأِغٍز ثٌغجدمز ٌٍقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز دضطذ١ك ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز ٚدسثعز ػذر فجلاس 

 ٚ  . 

           عندما  انَبنخ الأونً:

 (:19.2كًب يىضح فٍ انشكم )      أولا: اَشبء شجكخ فٍ انًسزىي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         ػٕذِج  (9.1)ِغجي ثٌؼمذ ث١ٌّ٘ٛز ِٓ ؽٙز ث١ّ١ٌٓ ٚثٌٕمجؽ ثٌذثخ١ٍز فٟ  صقذ٠ذ (19.1ثٌشىً )

 

                     ,  ف١ظ               صُ صمغ١ُ ثٌفضشثس  ٚرٌه دجخض١جس  

                                   

                                                         

 

𝑢 𝑥    𝑥    
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𝑝6 
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( وانزؼىَض فٍ انًؼبدنخ الأصهُخ 19.2( و )18.2صبَُب: َِغبد انًُظىيخ انخطُخ ثبسزخذاو انفشوق انًشكضَخ )

 ( 25.2نهًضبل فُزَصم ػهً )

     :      ;        :       ;                  

فٟ ثٌقذ أٚ ثٌؾجٔخ ثلأ٠ّٓ ِٓ ثٌّؾجي ٚدجلٟ ثٌقذٚد ل١ّز ثٌذثٌز     5    5     5 ع١ىْٛ ٌذ٠ٕج ٔمجؽ ١ّ٘ٚز 

( , ِٓ خلاي 11.1ِٛؽٛدر ػٕذ ثٌقذ , وّج أٔج عٕضخٍض ِٓ ثٌٕمجؽ ث١ٌّ٘ٛز ػٓ ؽش٠ك صمش٠خ ثٌّشضمز ثلأٌٚٝ )

 ثٌفشٚق ثٌّشوض٠ز ٔضقظً ػٍٝ

              5                                               

                  6                                  

                  7                                  

             8                                              

        5     6     9                                      

        5     6     7                             

        6     7     8                               

        7     8                                    

   5     9                                                    

   6     9                                       

   7                                            

   8                                                      

 

 ٚػ١ٍٙج صقظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز ِٛػقٗ وجٌضجٌٟ
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ػٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ  صُ ثٌقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ         ػٕذِج  انَبنخ انضبَُخ:

  . 13   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  13   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 11   11ثٌٕٛع 

 ٍٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ ثٌٕٛع فظٍٕج ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػ        ػٕذِج   انَبنخ انضبنضخ:

 .  83   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  83   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 91    91

ٝ ِظفٛفز ِؼجِلاس ِٓ صُ ثٌقظٛي ػٍٝ ِٕظِٛز خط١ز صقضٛٞ ػٍ         ػٕذِج  انَبنخ انشاثؼخ:

 . 313   2من النوع  ومصفوفة الحدود المطلمة  313   2من النوع  ومصفوفة مجاهٌل 411   411ثٌٕٛع 
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 Introduction                                             يمذيخ                                       1.3

فٟ ٘زث ثٌفظً عٕذسط دؼغ ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز ثٌضٟ عٕغضخذِٙج ٌقً ثلأٔظّز ثٌخط١ز ثٌضٟ صقظٍٕج ػ١ٍٙج ِٓ     

 أِغٍز ثٌفظً ثٌغجٟٔ ٚصُ رٌه دجعضخذثَ ثٌّجصلاح ٚثٌّمجسٔز ف١ّج د١ٕٙج.

 Iterative Methods   انطشق انزكشاسَخ                                                           2.3
فٟ إ٠ؾجد ثٌقٍٛي ثٌضمش٠ذ١ز ٌٍّغجةً ثٌش٠جػ١ز ثٌّؼمذر, ث٢ْ عٕؼشع دؼغ ٘زٖ  وذ١ش دٚس ٍطشق ثٌضىشثس٠زٌ    

ثٌطشق دشىً صفظ١ٍٟ, إر أْ ٌىً ؽش٠مز ِٓ ٘زٖ ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز ٌٙج آ١ٌجصٙج ثٌخجطز ثٌضٟ صقذد عشػز ثٌضمجسح 

ِضث٠ج٘ج  ٔقٛ ثٌقً ٚدلضٗ, ِٚٓ خلاي ػشع ٘زٖ ثٌطشق عٕضّىٓ ِٓ ِؼشفز و١ف١ز صطذ١مٙج ػ١ٍّجً, ِٚمجسٔز

 لأٔغخ ٚثلأعشع ٌٍٛطٛي إٌٝ ثٌقً.ٚل١ٛد٘ج ِّج ٠ض١ـ ٌٕج ثخض١جس ثٌطشق ث

 Jacobi Method(JM)                                                   طشَمخ عبكىثٍ 1.2.3

ً صٍه ثٌضٟ صىْٛ ثٌّظفٛفز ثٌمطش٠ز ثٌٔظّز ثلأش٠مز صىشثس٠ز صغضخذَ ٌقً ٟ٘ ؽ    ؾذش٠ز ثٌخط١ز, ٚخظٛطج

ث١ٌّّٕٙز, ثٌفىشر ثلأعجع١ز ٌٙزٖ ثٌطش٠مز دؤٔٙج صؼضّذ ػٍٝ ل١ُ ثٌضىشثس ثٌغجدك ٌٍم١ُ ثٌّؾجٚسر ٌم١ّز ثٌٕمطز ثٌّشثد 

 فغجدٙج.

 وجٌضجٌٟ :     ِؼجدٌز خط١ز دجٌظ١غز  nثٌظ١غز ثٌضىشثس٠ز ثٌؼجِز ٌطش٠مز ؽجوٛدٟ ٌٕظجَ 

  
  :   

 

   
(   ∑      

   

 

 <     

) 

  ف١ظ 

   
  :  

 .     فٟ ثٌضىشثس    ٟ٘ ثٌم١ّز ثٌؾذ٠ذر ٌٍّضغ١ش  

   
   

 .   ِٓ ثٌضىشثس ثٌغجدك    ٟ٘ ل١ّز ثٌّضغ١ش  

      ثٌؼٕظش ثٌمطشٞ فٟ ثٌّظفٛفز ٛ٘  . 

      ثٌؼٕظش غ١ش ثٌمطش٠ز فٟ ثٌّظفٛفز ٛ٘  . 

     ِضؾٗ ثٌغٛثدش   ٘ٛ ثٌؼٕظش ِٓ  (Burden et al , 1997)- 

 Gauss-Seidel Method(GSM)     طشَمخ عبوط سُذل                        2.2.3

ٟ٘ ؽش٠مز صىشثس٠ز صغضخذَ ٌقً ثلأٔظّز ثٌؾذش٠ز ثٌخط١ز, وّج أْ ثٌفىشر ثلاعجع١ز ٌٙزٖ ثٌطش٠مز صؼًّ ػٓ    

 ؽش٠ك صقذ٠ظ ل١ُ ثٌّضغ١شثس دشىً ِضغٍغً, دجعضخذثَ أفذط ثٌم١ُ ثٌّضجفز فٛس فغجدٙج.  

 ثٌظ١غز ثٌضىشثس٠ز  ٌطش٠مز ؽجٚط ع١ذي فٟ دؼذ٠ٓ :

  
  :  

 
 

   
(   ∑     

  :  

 ; 

 < 

 ∑      
   

 

 < : 

) 
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 ف١ظ:

   
  :  
 -.      ِٓ ثٌضىشثس    ٟ٘ ثٌم١ّز ثٌؾذ٠ذر ٌٍّضغ١ش 

   
   
 .  ِٓ ثٌضىشثس ثٌغجدك     ثٌم١ّز ثٌمذ٠ّز ٌٍّؾٙٛي 

      ثٌؼٕظش ثٌمطشٞ فٟ ثٌّظفٛفز ٛ٘  . 

      ثٌؼٕظش ثٌغ١ش لطش٠ز فٟ ثٌّظفٛفز ٛ٘  . 

     ِضؾٗ ثٌغٛثدش   ٘ٛ ثٌؼٕظش ِٓ  . 

 ∑      
    

 ِؾّٛع ٠ّغً ؽ١ّغ ثٌقذٚد ثٌغ١ش لطش٠ز.  : > 

 ∑      
  :   ; 

 .  فٟ ٔفظ ثٌظف دجعضخذثَ ل١ُ ثٌضىشثس ثٌغجدك    ِؾّٛع ثٌقذٚد ثٌضٟ صمغ لذً   > 

 (1111)ف١شط, 

  Conjugate Gradient Method (CGM)        طشَمخ انزذسط انًمزشٌ            3.2.3

ِظفٛفز    , ف١ظ     ٟ٘ خٛثسص١ِز صىشثس٠ز فؼّجٌز صغضخذَ ٌقً ثلأٔظّز ثٌؾذش٠ز ثٌخط١ز ِٓ ثٌشىً    

( ٘زٖ ثٌطش٠مز صؼذ ِغج١ٌز ٌٍّشىلاس ثٌضٟ صٕشؤ فٟ (Positive Definite( ِٚٛؽذز ِقذدر Symmetricِضّجعٍز )

(, ٚف١ض٠جء ثٌقٛعذز Optimizationٓ ثٌّؾجلاس ِغً ثٌضق١ًٍ ثٌؼذدٞ, صقغ١ٓ ثلأدثء )ثٌؼذ٠ذ ِ

(Computational Physics.) 

ثٌضٕمً فٟ ثصؾج٘جس ِضشثفمز ثٌفىشر ثلأعجع١ز ٌٙزٖ ثٌطش٠مز ٟ٘ ثٌذقظ ػٓ فً ٔظجَ ؽذشٞ ِٓ خلاي 

(Conjugate أٞ أْ إرث وجْ ٌذ٠ٕج ِؾّٛػز ِٓ ثٌّضؾٙجس )            ;   ِْٛضشثفمز  أٞ أْ    ثٌضٟ صى

  
, ٘زٖ ثٌخجط١ز صؼّٓ أْ وً خطٛر صضخز٘ج ثٌخٛثسص١ِز لا صفغذ ثٌضمذَ ثٌزٞ صُ      ٌىً           

 -ؤدٞ إٌٝ صمجسح أعشع.  إفشثصٖ فٟ ثٌخطٛر ثٌغجدمز, ِّج ٠

 خوارزمٌة الطرٌمة تكون على الصورة:

     

                             

   
  
   

  
    

 

  :          

  :           
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  : 
   : 

  
   

 

  :    :       

(Aleyan, 2016) 

ً طشَمخ  3.1.2                                                           انزذسط انًزمبسٌ يسجمب

Preconditioned Conjugate Gradient Method(PCGM)                            

, وّج أٔٙج      ٟ٘ خٛثسص١ِز ػذد٠ز ٚأدثر فؼَجٌز فٟ فً ثلأٔظّز ثٌخط١ز ثٌىذ١شر ٚثٌّؼمذر  ِٓ ثٌٕٛع      

صؼضذش صقغ١ٓ ٌٍطش٠مز ثٌضذسػ ثٌّمضشْ ػذش إدخجي ١ِٙب ٠مًٍ ِٓ ػذد ثٌضىشثسثس ٠ٚض٠ذ ِٓ ثٌىفجءر ثٌقجعٛد١ز, 

  Positive Definiteوموجبة محددة  (Symmetric)مصفوفة متماثلة     ف١ظ صىْٛ ثٌّظفٛفز  

أعًٙ ِٓ إ٠ؾجد ِؼىٛط ثٌّظفٛفز ثلأط١ٍز إ٠ؾجد ِؼىٛعٙج ىْٛ ٠دق١ظ    B فىشصٙج ثلأعجع١ز دجخض١جس ثٌّظفٛفز

 ٠ضُ فً ثٌٕظجَ ثٌّىجفب       , ٚرٌه دذلاً ِٓ فً  ِّج ٠ؾؼً ثٌٕظجَ أعًٙ فٟ ثٌقً 

 

 ;     ;   

  خوارزمٌة الطرٌمة تكون على الصورة

   ثخضش ٔمطز ثدضذثة١ز 
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(Aleyan, 2016) 

 

 

 Aنهًصفىفخ  LUانُبرظ ػٍ انزَهُم غُش انًكزًم  ءانًهٍ 4.1.2
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The preconditioner of  incomplete LU factorization of the matrix A  

١ِّٙب, ف١ظ ٠ضُ صمش٠ذٙج ػٍٝ شىً فجطً ػشح ِظفٛفض١ٓ: Aص١َُّٙؤ ثٌّظفٛفز  ُّ  دجعضخذثَ ِظفٛفز ثٌ

 •L.ِظفٛفز ِغٍغ١ز عف١ٍز : 

 •U.ِظفٛفز ِغٍغ١ز ػ٠ٍٛز : 

١َّٙؤر ) ُّ  ( ٟ٘:Preconditioned Matrixٚدزٌه صىْٛ ثٌّظفٛفز ثٌ

B = L.U 

ِ  Bف١ظ  ّٟ ٙ ُّ  ٚصغش٠غ صمجسح ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز ٌقً ثلأٔظّز ثٌخط١ز. A ٌضقغ١ٓ خظجةض ثٌّظفٛفز  ء٠غُضخذَ و

(Aleyan, 2016) 

 Comparison between  iterative methods     انزكشاسَخ انًمبسَخ ثٍُ انطشق  3.3
 

ػٍٝ دؼغ ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ثلا١ٍ٘ؾ١ز ثٌضٟ صُ روش٘ج (   (FDMدؼذ صطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز  

ثٌضٟ ٔضؾش   , h  kفٟ ثٌفظً ثٌغجٟٔ فٟ ػذر أِغٍز صقش ششٚؽ فذٚد٠ز ِخضٍفز, ٚصُ دسثعضٙج فٟ ػذر فجلاس ي 

ِٕٙج ِٕظِٛز خط١ز, ٌٚقً ٘زث ثٌٕظجَ ثعضخذِٕج أسدغ ؽشق صىشثس٠ز ثٌضٟ صُ روش٘ج فٟ ٘زث ثٌفظً ف١ظ صٛطٍٕج 

ِمجسٔز د١ٓ ٘زٖ ثٌطشق  ز, صؼشع ثٌؾذثٚي ثٌضج١ٌ MATLABٌٍقً ٚوجٔش ثٌٕضجةؼ ِّضجصر ِغضؼ١ٕ١ٓ دذشٔجِؼ  

ٚثِىج١ٔز ثٌٛطٛي ٌٍقً ِٓ ف١ظ ػذد ثٌضىشثسثس ٚعشػز ثٌضمجسح ٚثٌىفجءر ثٌقجعٛد١ز, وّج إٔٔج عٕٛػـ ثٌقً 

 د١ج١ٔجً فٟ ػذر فجلاس .

فٟ ِغجي  ( JM  ,GSM  ,CGM , PCGMدجٌطشق ثٌضىشثس٠ز )ِمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز أٚلاً: 

 6;  دذلز   h , k( ٌّؼجدٌز لادلاط ػٕذ ششٚؽ د٠شش١ٍش ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ٌـ 1.1)

 

 

 

 

    

 

JM 

 

GSM 

  

CGM 

 

PCGM 

0.25 27  12  5 2 

0.2 53 22  8  2 

0.1 113 212  15  2 

0.05 683 428  52  4 

 

   -(:1.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ  ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 

 

 (1.1ّغجي )ثٌ( ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ 1.1ثٌؾذٚي)
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ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ ٠ٛػـ  y =1.1ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1دجخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

    h,kثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 (1.1ّغجي )ثٌثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ( 1.1شىً )

 𝑘 =  0.25                       ػٕذِج

=  𝑘 

           ( 1.1ّغجي )ثٌ( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ 1.1شىً ) 

   = 𝑘    0.2 ػٕذِج 

 

                  ( 1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )4.1ثٌشىً )

   = 𝑘        ػٕذِج  

           (1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )1.1ثٌشىً )

   = 𝑘      ػٕذِج 

  

( ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً 4.2الشكل )

 = 𝑘        ( عندما  2.1للمثال )

( ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً 5.2الشكل )

 = 𝑘       ( عندما  2.1للمثال )
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ثٌّغجي  ( فJM  ,GSM  ,CGM , PCGMِٟمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز  )عج١ٔجً: 

 ( (1e – 6دذلز   h , k( ٌّؼجدٌز لادلاط ػٕذ ششٚؽ د٠شش١ٍش ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ي 1.1)

 

 

 (:  1.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 

  

 

 

 

 

 

 

    JM GSM CGM PCGM 

0.25 31  12 4  2 

0.2 54  25  7  2 

0.1 134  222  15  3 

0.05 765  358  41  4 

  ( 1.1ّغجي )ٌ( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ  9.1ثٌشىً)

𝑘        ػٕذِج        

      ( 1.1ّغجي )ٌ( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ 11.1ثٌشىً) 

𝑘    ػٕذِج        

 (1.1( ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ ِغجي )1.1ثٌؾذٚي)

  

( ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً 6.2الشكل )

 = 𝑘       ( عندما  2.1للمثال )

( ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً 7.2الشكل )

 = 𝑘        ( عندما  2.1للمثال )
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ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ  y =1.1ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1دجخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

    ٠h,kٛػـ ثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (1.1) ّغجيٌ( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ

(  1.1ّغجي )ٌ( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ػٕذِج   

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل ( 11.1ثٌشىً )

         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌالتمرٌبً 
𝑘 

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل ( 14.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌالتمرٌبً 

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ِغجيالتمرٌبً 
ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌالتمرٌبً 



 

54 
 

( فٟ ِغجي JM  ,GSM  ,CGM , PCGMِمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز )عجٌغجً: 

 ( (1e – 6دذلز   h , kّؼجدٌز دٛثعْٛ ػٕذ ششٚؽ د٠شش١ٍش ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ي ٌ( 1.1)

 

    JM GSM CGM PCGM-ILU 

0.25 40   11  5  1 

0.2  11  11  9  1 

0.1 111 129  27 4 

0.05 111  458  15  5 

 

   (:1.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 (1.1 )( ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ ِغجي1.1ثٌؾذٚي)

 
 

( 1.1ّغجي )ثٌ( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ 11.1شىً )

 𝑘  = 0.25ػٕذِج 

     ( 1.1ّغجي)ثٌ( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ 11.1شىً )

 𝑘  = 0.2ػٕذِج 

    (1.1ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي ) ( 19.1شىً )

 𝑘  = 0.1ػٕذِج 

      (1.1ّغجي )ثٌ( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ 11.1شىً )

 𝑘   =0.05   ػٕذِج
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ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ  y =1.1ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1دجخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

 ٠h,kٛػـ ثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ٌّؼجدٌز JM  ,GSM  ,CGM ,  PCGMِمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز )سثدؼجً: 

 6;  دذلز   h , k( ػٕذ ششٚؽ د٠شش١ٍش ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ي 4.1ِغجي ) فٟ ٌٍّ٘ٙٛضض

 (4.1)ّغجي ثٌِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ ( 4.1)ثٌؾذٚي 

    JM GSM CGM PCGM 

0.25 11  11 1  1 

0.2 11  11  9  1 

  

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌالتمرٌبً 

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌالتمرٌبً 

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌالتمرٌبً 

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل ( 14.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌالتمرٌبً 
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0.1 111  114  19  4 

0.05 111  191  11 1 

 

 ( :  4.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ ٠ٛػـ  y =1.1ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1دجخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

 h,kثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

    ( 4.1ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي ) ( 11.1شىً )

 𝑘  = 0.25ػٕذِج 

      (  4.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.2ػٕذِج 

   (4.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 5 0.0ػٕذِج 

      (3.1) ( الحل التمرٌبً فً مثال..16شكل )

 𝑘  = 0.1عندما 
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 ( ٌّؼجدٌز لادلاط فJM  ,GSM  ,PCGMِٟمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز )خجِغجً: 

 6;  دذلز   ١ٔh , kِٛجْ  ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ي -( ػٕذ ششٚؽ فج1.1ِْغجي)

 

 

    JM GSM CGM PCGM 

0.25 1111 119 11 1 

0.2 1111 911 11 1 

0.1 1111 1911 11 1 

0.05 19111 11111 114 1 

 

 (1.1)ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ ِغجي ( 1.1)ثٌؾذٚي 

  

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 19.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (4.1) ّغجيٌ
ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (4.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )
 𝑘        ذِج  ػٕ (4.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (4.1) ّغجيٌ
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 (:1.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ ٠ٛػـ  y =1.1ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1دجخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

  h,kثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.25ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )14.1شىً )

 𝑘  = 0.2ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.1ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.05ػٕذِج 

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )
 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ
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( JM  ,GSM  ,CGM  ,CGM , PCGMِمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز )عجدؼجً: 

 6;  دذلز   ١ٔh , kِٛجْ ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ي -( ػٕذ ششٚؽ فج1.1ِْغجي ) ٌّؼجدٌز دٛثعْٛ فٟ

 

    JM GSM CGM PCGM 

0.25 111 111 11 1 

0.2 1111 191 14 1 

0.1 1991 1111 11 1 

0.05 11111 1111 111 3 

 

 (:1.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 

 

 

 

 

 
  

 (1.1)ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ ِغجي  (1.1)ثٌؾذٚي 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )41.1شىً )

 𝑘  = 0.25ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )41.1شىً )

 𝑘  = 0.2ػٕذِج 

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 19.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 41.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ
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ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ ٠ٛػـ  y =1.1ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1دجخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

  h,kثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )41.1شىً )

 𝑘  = 0.1ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )44.1شىً )

 𝑘  = 0.05ػٕذِج 

  

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 41.1ثٌشىً )
 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 41.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 41.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ
ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 41.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ
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 ِلافظز:

فٟ  Aفً ِؼجدٌز لادلاط ٚدٛثعْٛ ِغ ششٚؽ ١ِٔٛجْ دطش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙز فئْ ِظفٛفز ثٌّؼجِلاس  أعٕجء

٠ٚضقذد دئػجفز عجدش  ثٌٕظجَ ثٌخطٟ ثٌٕجصؼ صىْٛ شذٗ شجدر أٚ شجدر؛ ٚرٌه لأْ ثٌقً فٟ ٘زٖ ثٌقجٌز ٌٟ ٚف١ذثً 

 ٠ضُ إػجفز ششؽ فذٞ ٠ٚىْٛ : ؽّؼٟ ٌٚقً ٘زٖ ثٌّشىٍز فئّٔز

 صغجٚٞ طفشثً ػٕذ ٔمطز ِؼ١ٕز . uدؾؼً ل١ّز  .1

∑ٚ٘زث ٠ىجفب        ∫دفشع أْ  .1      
 <  

 ((Yoon,M., Yoon,G.,& Min,C 2016ٚدجٌضجٌٟ فئْ ثٌٕظجَ ٠ظذـ لجدً ٌٍقً ٚٔقظً ػٍٝ فً ٚف١ذ. 

(  ٌّؼجدٌز JM  ,GSM  ,CGM , PCGMِمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز )عجِٕجً: 

 6;  دذلز   h , k( ػٕذ ششٚؽ سٚدٓ ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ي 1.1ِغجي) لادلاط فٟ

 

    JM GSM CGM PCGM 

0.25 43 17 21 2 

0.2 43 23 21 2 

0.1 214 68 37 2 

0.05 275 112 263 1 

 

 (:1.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 (1.1)ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ ِغجي ( 1.1)ثٌؾذٚي 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )49.1شىً )

 𝑘  = 0.25ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.2ػٕذِج 
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ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ  y =1.11ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1دجخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

  ٠h,kٛػـ ثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي 11.1شىً )

 𝑘  = 0.1(  ػٕذِج 1.1)

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.05ػٕذِج 

  

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 14.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ
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( ٌّؼجدٌز JM  ,GSM  ,CGM , PCGMِمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز )صجعؼجً: 

 6;  دذلز   h , k( ػٕذ ششٚؽ سٚدٓ ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ي 1.1ِغجي) دٛثعْٛ فٟ

 

    JM GSM CGM PCGM 

0.25 11 11 11 1 

0.2 11 14 11 1 

0.1 141 119 11 11 

0.05 111 419 119 11 

 

 (:1.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 (1.1)ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ ِغجي  (1.1)ثٌؾذٚي 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )19.1شىً )

 𝑘  = 0.1ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.25ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.05ػٕذِج 

(  1.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.2ػٕذِج 
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ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ  y =1.11ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1دجخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

  ٠h,kٛػـ ثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ٌّؼجدٌز  JM  ,GSM  ,CGM , PCGMِمجسٔز ٔضجةؼ فً ثٌّٕظِٛز ثٌخط١ز دجٌطشق ثٌضىشثس٠ز  )ػجششثً: 

 6;  دذلز   h , k( ػٕذ ششٚؽ سٚدٓ ثٌقذٚد٠ز فٟ ػذر فجلاس ي 9.1ِغجي) ٌٍّ٘ٙٛضض فٟ

 

    JM GSM CGM PCGM 

0.25 65 32 22 6 

0.2 71 32 23 6 

0.1 155 233 22 22 

0.05 525 213 46 27 

 

 (:9.1ثٌضٟ لّٕج دضطذ١مٙج فٟ ثٌّغجي) k , hثٌقً ثٌذ١جٟٔ ثٌضمش٠ذٟ فٟ وً فجلاس 

 (9.1)ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز فٟ ِغجي ( 9.1)ثٌؾذٚي 

  

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )
 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 14.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (1.1) ّغجيٌ
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ِٕٚٙج صقظٍٕج ػٍٝ ثٌشىً ثٌزٞ  y =1.11ٚٔخضجس ل١ّز ثٌّضغ١ش   1إٌٝ  x  ِٓ1ثخض١جس ؽٛي ثٌفضشر ٌٍّضغ١ش 

  ٠h,kٛػـ ثٌّمجسٔز د١ٓ ثٌقً ثٌفؼٍٟ ٚثٌقً ثٌضمش٠ذٟ ٌىً فجٌز ِٓ فجلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

(  9.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.25ػٕذِج 

(  9.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.2ػٕذِج 

(  9.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.1ػٕذِج 

(  9.1( ثٌقً ثٌضمش٠ذٟ فٟ ِغجي )11.1شىً )

 𝑘  = 0.05ػٕذِج 

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 19.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (9.1) ّغجيٌ

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (9.1) ّغجيٌ
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 ثٌٕضجةؼ :

 ( ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙزFDM(  أعذضش فؼج١ٌضٙج فٟ صق٠ًٛ ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز )PDEs ٌٝإ )

 ِٕظِٛجس خط١ز لجدٍز ٌٍقً .

 : ؽذٚي ِمجسٔز ثٌطشق ثٌضىشثس٠ز ِٓ ف١ظ ثٌذلز ثٌىفجءر ثٌقجعٛد١ز 

 

ػذد انزكشاساد  سشػخ انزمبسة انطشَمخ

 انًطهىثخ

 انؼُىة انًضاَب انذلخ انؼذدَخ

ثسُطخ وسههخ  يزىسطخ ػبنُخ ثطُئخ (JMعبكىثٍ )

 انزطجُك

غُش ػًهُخ 

 نهًشكلاد انكجُشح

َسزفُذ يٍ انمُى  عُذح ألم يٍ عبكىثٍ أسشع يٍ عبكىثٍ (GSMعبوط سُذل )

 ضخ فىساً َانَذ

لذ َظم ثطُئبً فٍ 

 انشجكبد انضخًخ

ً  سشَؼخ عذاً  (CGانزذسط انًمزشٌ ) يُبست نهًصفىفبد  ػبنُخ لهُهخ َسجُب

انًزًبصهخ يىعجخ 

 انزؼشَف

َزطهت يؼشفخ 

خصبئص 

 انًصفىفخ

الألم ػهً  الأسشع (PCGMانششط انًسجك)

 الإطلاق

َمهم ػذد انزكشاساد  ػبنُخ عذاً 

 ثشكم كجُش

ََزبط اخزُبس ششط 

 يسجك يُبست

 

 ثٌضٛط١جس : 

ثلأٔظّز غ١ش ِٛؽذز ثٌضؼش٠ف ِغً , خجطز ٌّؼجٌؾز GMRES   ٚBiCGSTABِغً أخشٜ دسثعز ؽشق • 

 .دششٚؽ ١ِٔٛجْ  ٌضضِٛؼجدٌز ٍّ٘ٙ

جٌة فً المجالات غٌر المنتظمة, لما هلٌعادلات التفاضلٌة الجزئٌة الاتوسٌع نطاق البحث لٌشمل دراسة الم•

تطرحه من تحدٌات نظرٌة وعددٌة تتعلك بانتظام الحلول واستمرارها, مع التركٌز على تطوٌر أدوات تحلٌلٌة 

 .وخوارزمٌات عددٌة متكٌفة لادرة على التعامل مع التعمٌد الهندسً لهذه المجالات

ٌّج ٌٙج ِٓ لذسر ػٍٝ صغش٠غ ثٌقٍٛي ثٌؼذد٠ز ٌلأٔظّز    Multigrid methodsإدِجػ ثٌطشق ِضؼذدر ثٌشذىجس• 

 ٚثعؼز ثٌٕطجق.

  ثٌقشثسر, ثٔضشجس ثٌّٛؽجس, أٚ صطذ١ك ثٌطشق ثٌّذسٚعز ػٍٝ ِغجةً ف١ض٠جة١ز ٕٚ٘ذع١ز ٚثلؼ١ز )ِغً ثٔضمجي

 ِغجةً ثٌّشٚٔز(, ٌضم١١ُ ثلأدثء فٟ ع١جلجس ػ١ٍّز.

  

ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘        ذِج  ػٕ (9.1) ّغجيٌ
ممارنة بٌن الحل الفعلً والحل التمرٌبً ( 11.1ثٌشىً )

 𝑘         ذِج  ػٕ (9.1) ّغجيٌ
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 ثٌخلاطز

 (  صّش دسثعز صطذ١ك ؽش٠مز ثٌفشٚق ثٌّٕض١ٙزFDM ٌقً ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ثلا١ٍ٘ؾ١ز عٕجة١ز )

    ٠شش١ٍش  ٚثٌذؼذ ٟٚ٘ ِؼجدٌز لادلاط ِٚؼجدٌز دٛثعْٛ ِٚؼجدٌز ٌٍّ٘ٙٛضض دششٚؽ فذٚد٠ز ِخضٍفز )د

 ١ِٔٛجْ ٚسٚدٓ ( -فجْ

 . صُ صق٠ًٛ ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز إٌٝ ِٕظِٛجس خط١ز 

 . صُ فً ٘زٖ ثٌّٕظِٛجس دجعضخذثَ ؽشق صىشثس٠ز دذلاً ِٓ ثٌطشق ثٌّذجششر, ٔظشثً ٌىذش فؾُ ثٌّظفٛفجس 

 ( ٟثٌطشق ثٌضىشثس٠ز ثٌضٟ  صُ ثعضخذثِٙج ؽش٠مز ؽجوٛدJM ٚؽش٠مز ؽجٚط ع١ذي )(GSM)  ٚؽش٠مز

 .(PCGM)وطرٌمة التدرج الممترن مسبما   (CGM)ثٌضذسػ ثٌّمضشْ 

 سٌدل أسرع من طرٌمة جاكوبً فً الوصول إلى الحل, بٌنما -أظهرت نتائج الممارنة أن طرٌمة جاوس

كما أثبتت طرٌمة التدرج الممترن مع  ,سٌدل من حٌث الكفاءة-تفولت طرٌمة التدرج الممترن على جاوس

 الشرط المسبك أنها الأكثر فعالٌة والأسرع فً تحمٌك التمارب نحو الحل بٌن جمٌع الطرق المدروسة.
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 انًصبدس وانًشاعغ

 انًشاعغ انؼشثُخ :

العلمي (. التحليل العددي )الطبعة الأولى(. جامعة الملك سعود، النشر 1322السعيد، ع. ب. ع. ) .2
  .والمطابع. 

 (. الطرق العددية والتحليل العددي )الطبعة الأولى(. مكتبة الفلاح. 1321السيد، أ. أ. ) .1
دار الكتب الوطنية ،بنغازي ،   ))الطبعة الأولى العددي لطرق عددية والتحلي(. 1323، ع. م. )عوين .2

 ليبيا
ثلأسدْ: دثس ث١ٌجصٚسٞ ثٌؼ١ٍّز ٌٍٕشش ػّجْ,  الرٌاضٌات والتحلٌل العددي(. 1337, ص. ع. )ناصر .4

 ٚثٌضٛص٠غ.

[. صُ ثلاعضشؽجع ِٓ ثٌؼٕٛثْ pdf.]ٚع١مز .ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز. (1328البكور, ماجدة .) .1

http//www.alepniv. edu.sy  

 . ؽشثدٍظ :ِشوض ثٌؼٍَٛ ٚثٌضم١ٕز ٌٍذقٛط ٚثٌذسثعجس .ثٌذٚثي ثٌخجطز(. 1111ع١ٍّجْ, ع١ّشر ) .1

. ثٌّؾٍز ثٌؼ١ٍّز ٌى١ٍز  ثٌقٍٛي ثٌشذى١ز ٌٍّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز ثٌؾضة١ز ِٓ ثٌشصذز ثٌغج١ٔز(. 1119شفضش,ف١ّذر. ) .1

 http://www.mdr.misuratau.edu.lyصُ ثعضشؽجع ثٌؼٕٛثْ  111-111(,11)1ثٌضشد١ز ِظشثصٗ,

ؼجدٌز ثٌضفجػ١ٍز ثٌؼجد٠ز ٚثٌؾضة١ز . صُ ثلاعضشؽجع ِٓ ثٌؼٕٛثْ .ثٌّ  (2008)ػذذ , ؽلاي . .1

library.com-http://www.alfreed  

)ثٌؾضء ثٌغجٟٔ(. ثٌش٠جع,  ثٌّؼجدلاس ثٌضفجػ١ٍز(. 1111ثٌؼ٠ٛؼٟ, ؿ., ٚصسثع, ط., ٚػذجط, ع. ٚ. ) .9

 ثٌغؼٛد٠ز: ِىضذز ثٌشش١ذ.
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 ( PCGM , CGM , GSM , JM( ثبنطشق انزكشاسَخ )1.2كىد حم انًضبل )/ 1

clc; clear all; 

  

 إػذاد انًدال ٔانخغٕج %

a = 1; b = 2; c = 0; d = 1; 

h = 0.25; k = 0.25; 

Nx = (b - a)/h - 1; % ًػذد انُماط انذاخهٍح ف x 

Ny = (d - c)/k - 1; % ًػذد انُماط انذاخهٍح ف y 

x = a:h:b; 

y = c:k:d; 

  

 يصفٕفح انسم %

u = zeros(Nx + 2, Ny + 2); 

  

 ذغثٍك انشرٔط انسذٌح %

for i = 1:Nx + 2 

    u(i,1) = log(x(i)^2);           % u(x,0) 

    u(i,Ny + 2) = log(x(i)^2 + 1);  % u(x,1) 

end 

  

for j = 1:Ny + 2 

    u(1,j) = log(y(j)^2 + 1);       % u(1,y) 

    u(Nx + 2,j) = log(y(j)^2 + 4);  % u(2,y) 

end 

  

 إػذاد انُظاو انخغً %

N = Nx * Ny; 

A = zeros(N, N); 

b_vec = zeros(N, 1); 

  

for j = 1:Ny 

    for i = 1:Nx 

        row = (j - 1) * Nx + i; 

        A(row, row) = -4; 

  

        if i > 1 

            A(row, row - 1) = 1; 

        else 

            b_vec(row) = b_vec(row) - u(1, j + 1); 

        end 

  

        if i < Nx 

            A(row, row + 1) = 1; 

        else 

            b_vec(row) = b_vec(row) - u(Nx + 2, j + 1); 

        end 

  

        if j > 1 

            A(row, row - Nx) = 1; 

        else 
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            b_vec(row) = b_vec(row) - u(i + 1, 1); 

        end 

  

        if j < Ny 

            A(row, row + Nx) = 1; 

        else 

            b_vec(row) = b_vec(row) - u(i + 1, Ny + 2); 

        end 

    end 

end 

  

% ------------------------------- 

 خاكٕتً عرٌمح %

% ------------------------------- 

max_iter = 1000; 

tol = 1e-6; 

u_jacobi = zeros(N, 1); 

D = diag(diag(A)); 

R = A - D; 

jacobi_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    u_new = D \ (b_vec - R * u_jacobi); 

    jacobi_iter = iter; 

    if norm(u_new - u_jacobi, inf) < tol 

        break; 

    end 

    u_jacobi = u_new; 

end 

  

u_jacobi_matrix = u; 

u_jacobi_matrix(2:Nx + 1, 2:Ny + 1) = reshape(u_jacobi, 

Nx, Ny); 

  

% ------------------------------- 

صٍذل-عرٌمح غأس %  

% ------------------------------- 

u_gs = zeros(N,1); 

gs_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    u_old = u_gs; 

    for i = 1:N 

        sigma = A(i,1:i-1)*u_gs(1:i-1) + 

A(i,i+1:end)*u_gs(i+1:end); 

        u_gs(i) = (b_vec(i) - sigma)/A(i,i); 

    end 

     

    gs_iter = iter; 

    if norm(u_gs - u_old, inf) < tol 

        break; 
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    end 

end 

  

u_gs_matrix = u; 

u_gs_matrix(2:Nx+1, 2:Ny+1) = reshape(u_gs, Nx, Ny); 

  

% ------------------------------- 

 Conjugate Gradient (CG) عرٌمح %

% ------------------------------- 

u_cg = zeros(N,1); 

r = b_vec - A*u_cg; 

p = r; 

cg_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    Ap = A*p; 

    alpha = (r'*r) / (p'*Ap); 

    u_cg = u_cg + alpha*p; 

    r_new = r - alpha*Ap; 

     

    cg_iter = iter; 

    if norm(r_new, inf) < tol 

        break; 

    end 

     

    beta = (r_new'*r_new) / (r'*r); 

    p = r_new + beta*p; 

    r = r_new; 

end 

  

u_cg_matrix = u; 

u_cg_matrix(2:Nx+1, 2:Ny+1) = reshape(u_cg, Nx, Ny); 

  

% ------------------------------- 

 ILU + Conjugate Gradient عرٌمح %

% ------------------------------- 

A_sparse = sparse(A); 

setup.type = 'ilutp'; 

setup.droptol = 1e-3; 

[L,U] = ilu(A_sparse, setup); 

  

u_pcg = zeros(N,1); 

r = b_vec - A*u_pcg; 

z = U \ (L \ r); 

p = z; 

ilu_cg_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    Ap = A*p; 

    alpha = (r'*z) / (p'*Ap); 

    u_pcg = u_pcg + alpha*p; 
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    r_new = r - alpha*Ap; 

    z_new = U \ (L \ r_new); 

     

    ilu_cg_iter = iter; 

    if norm(r_new, inf) < tol 

        break; 

    end 

     

    beta = (r_new'*z_new) / (r'*z); 

    p = z_new + beta*p; 

    r = r_new; 

    z = z_new; 

end 

  

u_pcg_matrix = u; 

u_pcg_matrix(2:Nx+1, 2:Ny+1) = reshape(u_pcg, Nx, Ny); 

  

% ------------------------------- 

 y=0.5 يمارَح انسم انفؼهً يغ انسهٕل انؼذدٌح ػُذ %

% ------------------------------- 

y_fixed = 0.5; 

x_line = x; %  ٍ2إنى  1انفررج ي  

  

 انسم انفؼهً %

u_exact_line = log(x_line.^2 + y_fixed^2); 

  

انشثكح ػُذ اصرخراج انسم انؼذدي يٍ %  y=0.5 

[~, j_index] = min(abs(y - y_fixed)); 

  

u_jacobi_line = u_jacobi_matrix(:, j_index); 

u_gs_line     = u_gs_matrix(:, j_index); 

u_cg_line     = u_cg_matrix(:, j_index); 

u_pcg_line    = u_pcg_matrix(:, j_index); 

  

 رصى انًمارَح %

figure 

plot(x_line, u_exact_line, 'k-', 'LineWidth', 2); hold 

on; 

plot(x_line, u_jacobi_line, 'r--o', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_gs_line, 'b--s', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_cg_line, 'g--d', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_pcg_line, 'm--^', 'LineWidth', 1); 

  

xlabel('x') 

ylabel('u(x,0.5)') 

title('انًمارَح تٍٍ انسم انفؼهً ٔانسهٕل انؼذدٌح ػُذ 

y=0.5') 

legend('ًانسم انفؼه', ... 

 ... ,['(ذكرار ' ,num2str(jacobi_iter) ,') خاكٕتً']       

       [' صٍذل-غأس  (', num2str(gs_iter), ' ذكرار)'], ... 

       ['CG (', num2str(cg_iter), ' ذكرار)'], ... 
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       ['ILU+CG (', num2str(ilu_cg_iter), ' ذكرار)'], ... 

       'Location','Best') 

grid on 

  

% ------------------------------- 

 ػرض ػذد انركراراخ %

% ------------------------------- 

disp(['ًػذد انركراراخ فً عرٌمح خاكٕت: ', 

num2str(jacobi_iter)]) 

disp(['صٍذل-ػذد انركراراخ فً عرٌمح غأس: ', 

num2str(gs_iter)]) 

disp(['ػذد انركراراخ فً عرٌمح CG: ', num2str(cg_iter)]) 

disp(['ػذد انركراراخ فً عرٌمح ILU+CG: ', 

num2str(ilu_cg_iter)]) 

 

 ( PCGM , CGM , GSM , JM( ثبنطشق انزكشاسَخ )2.2كىد حم انًضبل ). 2
 

clc; clear all 

  

 انًدال %

a=0; b=1; c=0; d=1; 

  

 ػذد انُماط انذاخهٍح %

Nx=19; Ny=19; 

  

 خغٕج انشثكح %

h=(b-a)/(Nx+1); k=(d-c)/(Ny+1); 

  

 إَشاء انشثكح %

x=a:h:b; 

y=c:k:d; 

  

 يصفٕفح انسم %

u=zeros(Nx+2,Ny+2); 

  

 انشرٔط انسذٔدٌح %

for i=1:Nx+2 

    u(i,Ny+2)=50*x(i)*(1 - x(i));     % u(x,1) 

end 

for i=1:Nx+2 

    u(i,1)=20*sin(2*pi*x(i));         % u(x,0) 

end 

  

for j=1:Ny+2 

    u(1,j)=0;             % u(0,y) 

end 

for  j=1:Ny+2 

    u(Nx+2,j)=0;                      % u(1,y) 

end 

  

يصفٕفحتُاء  %  A ّانًرد ٔ b 



 

76 
 

num_interior_points = Nx * Ny; 

A = zeros(num_interior_points, num_interior_points); 

b= zeros(num_interior_points,1); 

  

for j=1:Ny 

    for i=1:Nx 

        row_idx = (j-1)*Nx + i; 

        A(row_idx,row_idx) = -2*(1 + (h/k)^2); 

  

 x اندٍراٌ فً %        

        if i > 1 

            A(row_idx,row_idx - 1) = 1; 

        end 

        if i < Nx 

            A(row_idx,row_idx + 1) = 1; 

        end 

  

 y اندٍراٌ فً %        

        if j > 1 

            A(row_idx,row_idx - Nx) = (h/k)^2; 

        end 

        if j < Ny 

            A(row_idx,row_idx + Nx) = (h/k)^2; 

        end 

  

 زضة انسذٔد b ذؼذٌم انًردّ %        

        if i == 1 

            b(row_idx) = b(row_idx) - (h/k)^2 * u(1,j+1); 

        end 

        if i == Nx 

            b(row_idx) = b(row_idx) - (h/k)^2 * 

u(Nx+2,j+1); 

        end 

        if j == 1 

            b(row_idx) = b(row_idx) - u(i+1,1); 

        end 

        if j == Ny 

            b(row_idx) = b(row_idx) - u(i+1,Ny+2); 

        end 

    end 

end 

  

% ------------------------------- 

انًثاشرانسم  %  

% ------------------------------- 

u_interior_vec = A\b; 

u_interior = reshape(u_interior_vec,Nx,Ny); 

u(2:Nx+1,2:Ny+1) = u_interior; 

  

% ------------------------------- 

 عرٌمح خاكٕتً %
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% ------------------------------- 

max_iter = 1000; 

tol = 1e-6; 

u_jacobi = zeros(num_interior_points,1); 

D = diag(diag(A)); 

R = A - D; 

jacobi_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    u_new = D \ (b - R*u_jacobi); 

    jacobi_iter = iter; 

    if norm(u_new - u_jacobi, inf) < tol 

        break; 

    end 

    u_jacobi = u_new; 

end 

  

u_jacobi_matrix = u; 

u_jacobi_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_jacobi,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

صٍذل-عرٌمح غأس %  

% ------------------------------- 

u_gs = zeros(num_interior_points,1); 

gs_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    u_old = u_gs; 

    for i = 1:num_interior_points 

        sigma = A(i,1:i-1)*u_gs(1:i-1) + 

A(i,i+1:end)*u_gs(i+1:end); 

        u_gs(i) = (b(i) - sigma)/A(i,i); 

    end 

    gs_iter = iter; 

    if norm(u_gs - u_old, inf) < tol 

        break; 

    end 

end 

  

u_gs_matrix = u; 

u_gs_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_gs,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

 Conjugate Gradient (CG) عرٌمح %

% ------------------------------- 

u_cg = zeros(num_interior_points,1); 

r = b - A*u_cg; 

p = r; 

cg_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 
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    Ap = A*p; 

    alpha = (r'*r)/(p'*Ap); 

    u_cg = u_cg + alpha*p; 

    r_new = r - alpha*Ap; 

    cg_iter = iter; 

    if norm(r_new, inf) < tol 

        break; 

    end 

    beta = (r_new'*r_new)/(r'*r); 

    p = r_new + beta*p; 

    r = r_new; 

end 

  

u_cg_matrix = u; 

u_cg_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_cg,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

 ILU + Conjugate Gradient عرٌمح %

% ------------------------------- 

A_sparse = sparse(A); 

setup.type = 'ilutp'; 

setup.droptol = 1e-3; 

[L,U] = ilu(A_sparse, setup); 

  

u_pcg = zeros(num_interior_points,1); 

r = b - A*u_pcg; 

z = U \ (L \ r); 

p = z; 

ilu_cg_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    Ap = A*p; 

    alpha = (r'*z)/(p'*Ap); 

    u_pcg = u_pcg + alpha*p; 

    r_new = r - alpha*Ap; 

    z_new = U \ (L \ r_new); 

    ilu_cg_iter = iter; 

    if norm(r_new, inf) < tol 

        break; 

    end 

    beta = (r_new'*z_new)/(r'*z); 

    p = z_new + beta*p; 

    r = r_new; 

    z = z_new; 

end 

  

u_pcg_matrix = u; 

u_pcg_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_pcg,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

 y=0.5 يمارَح انسم انفؼهً يغ انسهٕل انؼذدٌح ػُذ %
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% ------------------------------- 

y_fixed = 0.5; 

x_line = x; %  ٍ1إنى  0انفررج ي  

  

 انسم انفؼهً %

u_exact_line = log(x_line.^2 + y_fixed^2); 

  

ُذاصرخراج انسم انؼذدي يٍ انشثكح ػ %  y=0.5 

[~, j_index] = min(abs(y - y_fixed)); 

  

u_jacobi_line = u_jacobi_matrix(:, j_index); 

u_gs_line     = u_gs_matrix(:, j_index); 

u_cg_line     = u_cg_matrix(:, j_index); 

u_pcg_line    = u_pcg_matrix(:, j_index); 

  

 رصى انًمارَح %

figure 

plot(x_line, u_exact_line, 'k-', 'LineWidth', 2); hold 

on; 

plot(x_line, u_jacobi_line, 'r--o', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_gs_line, 'b--s', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_cg_line, 'g--d', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_pcg_line, 'm--^', 'LineWidth', 1); 

  

xlabel('x') 

ylabel('u(x,0.5)') 

title('انًمارَح تٍٍ انسم انفؼهً ٔانسهٕل انؼذدٌح ػُذ 

y=0.5') 

legend('ًانسم انفؼه', ... 

 ... ,['(ذكرار ' ,num2str(jacobi_iter) ,') خاكٕتً']       

       [' صٍذل-غأس  (', num2str(gs_iter), ' ذكرار)'], ... 

       ['CG (', num2str(cg_iter), ' ذكرار)'], ... 

       ['ILU+CG (', num2str(ilu_cg_iter), ' ذكرار)'], ... 

       'Location','Best') 

grid on 

  

% ------------------------------- 

 ػرض ػذد انركراراخ %

% ------------------------------- 

disp(['ًػذد انركراراخ فً عرٌمح خاكٕت: ', 

num2str(jacobi_iter)]) 

disp([' صٍذل-ػذد انركراراخ فً عرٌمح غأس : ', 

num2str(gs_iter)]) 

disp(['ػذد انركراراخ فً عرٌمح CG: ', num2str(cg_iter)]) 

disp(['ػذد انركراراخ فً عرٌمح ILU+CG: ', 

num2str(ilu_cg_iter)]) 
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 ( PCGM , CGM , GSM , JM( ثبنطشق انزكشاسَخ )2.3كىد حم انًضبل ). 3
 

clc; clear all; 

  

 انًدال %

a=1; b=2; c=1; d=2; 

  

 ػذد انُماط انذاخهٍح %

Nx=3; Ny=3; 

  

 خغٕج انشثكح %

h=(b-a)/(Nx+1); k=(d-c)/(Ny+1); 

  

 إَشاء انشثكح %

x=a:h:b; 

y=c:k:d; 

  

 يصفٕفح انسم %

u=zeros(Nx+2,Ny+2); 

  

 انشرٔط انسذٔدٌح %

for i=1:Nx+2 

    u(i,Ny+2)=x(i)*log(4*x(i)^2);   % u(x,2) 

    u(i,1)=x(i)*log(x(i));          % u(x,1) 

end 

  

for j=1:Ny+2 

    u(Nx+2,j)=y(j)*log(4*y(j)^2);   % u(2,y) 

    u(1,j)=y(j)*log(y(j));          % u(1,y) 

end 

  

 b ٔانًردّ A تُاء يصفٕفح %

num_interior_points = Nx * Ny; 

A = zeros(num_interior_points, num_interior_points); 

b = zeros(num_interior_points,1); 

  

for j=1:Ny 

    for i=1:Nx 

        row_idx = (j-1)*Nx + i; 

        A(row_idx,row_idx) = -2*(1 + (h/k)^2); 

  

 x اندٍراٌ فً %        

        if i > 1 

            A(row_idx,row_idx - 1) = 1; 

        end 

        if i < Nx 

            A(row_idx,row_idx + 1) = 1; 

        end 

  

 y اندٍراٌ فً %        

        if j > 1 
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            A(row_idx,row_idx - Nx) = (h/k)^2; 

        end 

        if j < Ny 

            A(row_idx,row_idx + Nx) = (h/k)^2; 

        end 

  

 زضة انسذٔد b ذؼذٌم انًردّ %        

        if i == 1 

            b(row_idx) = b(row_idx) - (h/k)^2 * u(1,j+1); 

        end 

        if i == Nx 

            b(row_idx) = b(row_idx) - (h/k)^2 * 

u(Nx+2,j+1); 

        end 

        if j == 1 

            b(row_idx) = b(row_idx) - u(i+1,1); 

        end 

        if j == Ny 

            b(row_idx) = b(row_idx) - u(i+1,Ny+2); 

        end 

  

 (x/y + y/x) إضافح انسذ الأًٌٍ %        

        b(row_idx) = b(row_idx) + h^2 * (x(i+1)/y(j+1) + 

y(j+1)/x(i+1)); 

    end 

end 

  

% ------------------------------- 

 انسم انًثاشر %

% ------------------------------- 

u_interior_vec = A\b; 

u_interior = reshape(u_interior_vec,Nx,Ny); 

u(2:Nx+1,2:Ny+1) = u_interior; 

  

% ------------------------------- 

 عرٌمح خاكٕتً %

% ------------------------------- 

max_iter = 1000; 

tol = 1e-6; 

u_jacobi = zeros(num_interior_points,1); 

D = diag(diag(A)); 

R = A - D; 

jacobi_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    u_new = D \ (b - R*u_jacobi); 

    jacobi_iter = iter; 

    if norm(u_new - u_jacobi, inf) < tol 

        break; 

    end 

    u_jacobi = u_new; 
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end 

  

u_jacobi_matrix = u; 

u_jacobi_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_jacobi,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

صٍذل-غأسعرٌمح  %  

% ------------------------------- 

u_gs = zeros(num_interior_points,1); 

gs_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    u_old = u_gs; 

    for i = 1:num_interior_points 

        sigma = A(i,1:i-1)*u_gs(1:i-1) + 

A(i,i+1:end)*u_gs(i+1:end); 

        u_gs(i) = (b(i) - sigma)/A(i,i); 

    end 

    gs_iter = iter; 

    if norm(u_gs - u_old, inf) < tol 

        break; 

    end 

end 

  

u_gs_matrix = u; 

u_gs_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_gs,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

 Conjugate Gradient (CG) عرٌمح %

% ------------------------------- 

u_cg = zeros(num_interior_points,1); 

r = b - A*u_cg; 

p = r; 

cg_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    Ap = A*p; 

    alpha = (r'*r)/(p'*Ap); 

    u_cg = u_cg + alpha*p; 

    r_new = r - alpha*Ap; 

    cg_iter = iter; 

    if norm(r_new, inf) < tol 

        break; 

    end 

    beta = (r_new'*r_new)/(r'*r); 

    p = r_new + beta*p; 

    r = r_new; 

end 

  

u_cg_matrix = u; 

u_cg_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_cg,Nx,Ny); 
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% ------------------------------- 

 ILU + Conjugate Gradient عرٌمح %

% ------------------------------- 

A_sparse = sparse(A); 

setup.type = 'ilutp'; 

setup.droptol = 1e-3; 

[L,U] = ilu(A_sparse, setup); 

  

u_pcg = zeros(num_interior_points,1); 

r = b - A*u_pcg; 

z = U \ (L \ r); 

p = z; 

ilu_cg_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    Ap = A*p; 

    alpha = (r'*z)/(p'*Ap); 

    u_pcg = u_pcg + alpha*p; 

    r_new = r - alpha*Ap; 

    z_new = U \ (L \ r_new); 

    ilu_cg_iter = iter; 

    if norm(r_new, inf) < tol 

        break; 

    end 

    beta = (r_new'*z_new)/(r'*z); 

    p = z_new + beta*p; 

    r = r_new; 

    z = z_new; 

end 

  

u_pcg_matrix = u; 

u_pcg_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_pcg,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

 y=1.5 يمارَح انسم انرسهٍهً يغ انسهٕل انؼذدٌح ػُذ %

% ------------------------------- 

y_fixed = 1.5; 

x_line = x; 

  

 انسم انرسهٍهً %

u_exact_line = x_line .* y_fixed .* log(x_line .* 

y_fixed); 

  

 y=1.5 اصرخراج انسهٕل انؼذدٌح يٍ انشثكح ػُذ %

[~, j_index] = min(abs(y - y_fixed)); 

u_direct_line  = u(:, j_index); 

u_jacobi_line  = u_jacobi_matrix(:, j_index); 

u_gs_line      = u_gs_matrix(:, j_index); 

u_cg_line      = u_cg_matrix(:, j_index); 

u_pcg_line     = u_pcg_matrix(:, j_index); 
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 رصى انًمارَح %

figure 

plot(x_line, u_exact_line, 'k-', 'LineWidth', 2); hold 

on; 

plot(x_line, u_direct_line, 'r--o', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_jacobi_line, 'b--s', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_gs_line, 'g--d', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_cg_line, 'm--^', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_pcg_line, 'c--x', 'LineWidth', 1); 

  

xlabel('x') 

ylabel(['u(x,', num2str(y_fixed), ')']) 

title(' انًمارَح تٍٍ انسم انرسهٍهً ٔانسهٕل انؼذدٌح نًؼادنح

 ('تٕاصٌٕ

legend('ًانسم انًثاشر','انسم انرسهٍه',... 

 ...,['(ذكرار ' ,num2str(jacobi_iter) ,') خاكٕتً']       

       [' صٍذل-غأس  (', num2str(gs_iter), ' ذكرار)'],... 

       ['CG (', num2str(cg_iter), ' ذكرار)'],... 

       ['ILU+CG (', num2str(ilu_cg_iter), ' ذكرار)'],... 

       'Location','Best') 

grid on 

  

% ------------------------------- 

 ػرض ػذد انركراراخ %

% ------------------------------- 

disp(['ًػذد انركراراخ فً عرٌمح خاكٕت: ', 

num2str(jacobi_iter)]) 

disp([' صٍذل-ػذد انركراراخ فً عرٌمح غأس : ', 

num2str(gs_iter)]) 

disp(['ػذد انركراراخ فً عرٌمح CG: ', num2str(cg_iter)]) 

disp(['ػذد انركراراخ فً عرٌمح ILU+CG: ', 

num2str(ilu_cg_iter)]) 

 

 

 

 ( PCGM , CGM , GSM , JM( ثبنطشق انزكشاسَخ )2.4كىد حم انًضبل ). 4
 

clc; clear all; close all; 

  

 انًدال %

a = 0; b = 1;   % ِاذدا x 

c = 0; d = 1;   % ِاذدا y 

  

 ػذد انُماط انذاخهٍح %

Nx = 4; Ny =4;   % ًٌِكٍ ذغٍٍر 

  

 خغٕج انشثكح %

hx = (b-a)/(Nx+1); 

hy = (d-c)/(Ny+1); 
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 انشثكح %

x = a:hx:b; 

y = c:hy:d; 

  

 انؼذد انًٕخً %

k_wave = 1;   % ًٌِكٍ ذغٍٍر 

  

 يصفٕفح انسم %

u = zeros(Nx+2, Ny+2); 

  

 انشرٔط انسذٔدٌح %

for i = 1:Nx+2 

    u(i,1)    = 0;          % u(x,0)=0 

    u(i,Ny+2) = x(i);       % u(x,1)=x 

end 

for j = 1:Ny+2 

    u(1,j)    = 0;          % u(0,y)=0 

    u(Nx+2,j) = y(j);       % u(1,y)=y 

end 

  

 b ٔانًردّ A تُاء يصفٕفح %

num_interior_points = Nx*Ny; 

A = zeros(num_interior_points,num_interior_points); 

b = zeros(num_interior_points,1); 

  

for j = 1:Ny 

    for i = 1:Nx 

        row = (j-1)*Nx + i; 

         

 + Laplacian :يؼايم انُمغح انًركزٌح )ْهًٕٓنرز %        

k^2 u) 

        A(row,row) = -2*(1/hx^2 + 1/hy^2) + k_wave^2; 

  

 x اندٍراٌ فً %        

        if i > 1 

            A(row,row-1) = 1/hx^2; 

        end 

        if i < Nx 

            A(row,row+1) = 1/hx^2; 

        end 

         

 y اندٍراٌ فً %        

        if j > 1 

            A(row,row-Nx) = 1/hy^2; 

        end 

        if j < Ny 

            A(row,row+Nx) = 1/hy^2; 

        end 

         

 (f(x,y) = xy انسذ الأًٌٍ )انًصذر %        

        xi = x(i+1); yi = y(j+1); 
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        b(row) = xi*yi; 

         

 زضة انسذٔد b ذؼذٌم %        

        if i == 1 

            b(row) = b(row) - (1/hx^2)*u(1,j+1); 

        end 

        if i == Nx 

            b(row) = b(row) - (1/hx^2)*u(Nx+2,j+1); 

        end 

        if j == 1 

            b(row) = b(row) - (1/hy^2)*u(i+1,1); 

        end 

        if j == Ny 

            b(row) = b(row) - (1/hy^2)*u(i+1,Ny+2); 

        end 

    end 

end 

  

% ------------------------------- 

 انسم انًثاشر %

% ------------------------------- 

u_interior_vec = A\b; 

u_interior = reshape(u_interior_vec,Nx,Ny); 

u(2:Nx+1,2:Ny+1) = u_interior; 

  

% ------------------------------- 

 عرٌمح خاكٕتً %

% ------------------------------- 

max_iter = 1000; 

tol = 1e-6; 

u_jacobi = zeros(num_interior_points,1); 

D = diag(diag(A)); 

R = A - D; 

jacobi_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    u_new = D \ (b - R*u_jacobi); 

    jacobi_iter = iter; 

    if norm(u_new - u_jacobi, inf) < tol 

        break; 

    end 

    u_jacobi = u_new; 

end 

  

u_jacobi_matrix = u; 

u_jacobi_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_jacobi,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

صٍذل-غأس عرٌمح %  

% ------------------------------- 

u_gs = zeros(num_interior_points,1); 
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gs_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    u_old = u_gs; 

    for i = 1:num_interior_points 

        sigma = A(i,1:i-1)*u_gs(1:i-1) + 

A(i,i+1:end)*u_gs(i+1:end); 

        u_gs(i) = (b(i) - sigma)/A(i,i); 

    end 

    gs_iter = iter; 

    if norm(u_gs - u_old, inf) < tol 

        break; 

    end 

end 

  

u_gs_matrix = u; 

u_gs_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_gs,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

 Conjugate Gradient (CG) عرٌمح %

% ------------------------------- 

u_cg = zeros(num_interior_points,1); 

r = b - A*u_cg; 

p = r; 

cg_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    Ap = A*p; 

    alpha = (r'*r)/(p'*Ap); 

    u_cg = u_cg + alpha*p; 

    r_new = r - alpha*Ap; 

    cg_iter = iter; 

    if norm(r_new, inf) < tol 

        break; 

    end 

    beta = (r_new'*r_new)/(r'*r); 

    p = r_new + beta*p; 

    r = r_new; 

end 

  

u_cg_matrix = u; 

u_cg_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_cg,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

 ILU + Conjugate Gradient عرٌمح %

% ------------------------------- 

A_sparse = sparse(A); 

setup.type = 'ilutp'; 

setup.droptol = 1e-3; 

[L,U] = ilu(A_sparse, setup); 
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u_pcg = zeros(num_interior_points,1); 

r = b - A*u_pcg; 

z = U \ (L \ r); 

p = z; 

ilu_cg_iter = 0; 

  

for iter = 1:max_iter 

    Ap = A*p; 

    alpha = (r'*z)/(p'*Ap); 

    u_pcg = u_pcg + alpha*p; 

    r_new = r - alpha*Ap; 

    z_new = U \ (L \ r_new); 

    ilu_cg_iter = iter; 

    if norm(r_new, inf) < tol 

        break; 

    end 

    beta = (r_new'*z_new)/(r'*z); 

    p = z_new + beta*p; 

    r = r_new; 

    z = z_new; 

end 

  

u_pcg_matrix = u; 

u_pcg_matrix(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(u_pcg,Nx,Ny); 

  

% ------------------------------- 

 انسم انرسهٍهً %

% ------------------------------- 

[X,Y] = meshgrid(x,y); 

u_exact = X.*Y; 

  

% ------------------------------- 

 ػرض ػذد انركراراخ %

% ------------------------------- 

disp(['ًػذد انركراراخ فً عرٌمح خاكٕت: ', 

num2str(jacobi_iter)]) 

disp([' صٍذل-ػذد انركراراخ فً عرٌمح غأس : ', 

num2str(gs_iter)]) 

disp(['ػذد انركراراخ فً عرٌمح CG: ', num2str(cg_iter)]) 

disp(['ػذد انركراراخ فً عرٌمح ILU+CG: ', 

num2str(ilu_cg_iter)]) 

  

% ------------------------------- 

 y=0.5 انفؼهً يغ انسهٕل انؼذدٌح ػُذ يمارَح انسم %

% ------------------------------- 

y_fixed = 0.5; 

x_line = x; %  ٍ1إنى  0انفررج ي  

  

 انسم انفؼهً %

u_exact_line = x_line .* y_fixed; 
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انؼذدي يٍ انشثكح ػُذاصرخراج انسم  %  y=0.5 

[~, j_index] = min(abs(y - y_fixed)); 

  

u_jacobi_line = u_jacobi_matrix(:, j_index); 

u_gs_line     = u_gs_matrix(:, j_index); 

u_cg_line     = u_cg_matrix(:, j_index); 

u_pcg_line    = u_pcg_matrix(:, j_index); 

  

 رصى انًمارَح %

figure 

plot(x_line, u_exact_line, 'k-', 'LineWidth', 2); hold 

on; 

plot(x_line, u_jacobi_line, 'r--o', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_gs_line, 'b--s', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_cg_line, 'g--d', 'LineWidth', 1); 

plot(x_line, u_pcg_line, 'm--^', 'LineWidth', 1); 

  

xlabel('x') 

ylabel('u(x,0.5)') 

title('ًٔانسهٕل انؼذدٌح ػُذ انًمارَح تٍٍ انسم انفؼه 

y=0.5') 

legend('ًخاكٕتً' ,'انسم انفؼه', ' صٍذل-غأس ', 'CG', 

'ILU+CG') 

 

 ( PCGM , CGM , GSM , JM( ثبنطشق انزكشاسَخ )2.5كىد حم انًضبل ). 5
 

صاٌذل، ٔانرذرج انًررافك -انسم: خاكٕتً، خأسيمارَح عرق  %%

 ILU يغ

clear; clc; 

  

 --- تانفرٔق انًركزٌح B ٔانًردّ A تُاء انًصفٕفح .1 --- %

h = 0.05; L = 1; x = 0:h:L; n = length(x); N = n*n; 

A = zeros(N, N); B = zeros(N, 1); 

  

for j = 1:n 

    for i = 1:n 

        k = (j-1)*n + i; 

        A(k, k) = -4; 

 (ٍَٕياٌ يركزي) X اذداِ %        

        if i == 1 

            A(k,k+1)=2; B(k)=B(k)-2*h*x(j); 

        elseif i == n 

            A(k,k-1)=2; B(k)=B(k)-2*h*x(j); 

        else 

            A(k,k-1)=1; A(k,k+1)=1; 

        end 

 (ٍَٕياٌ يركزي) Y اذداِ %        

        if j == 1 

            A(k,k+n)=2; B(k)=B(k)-2*h*x(i); 

        elseif j == n 
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            A(k,k-n)=2; B(k)=B(k)-2*h*x(i); 

        else 

            A(k,k-n)=1; A(k,k+n)=1; 

        end 

    end 

end 

انًرخؼٍحذثثٍد  %  

A(1,:) = 0; A(1,1) = 1; B(1) = 0; 

  

 --- إػذاداخ انًمارَح --- %

tol = 1e-6; 

max_iter = 200000; 

u_init = zeros(N, 1); 

  

 (Jacobi) عرٌمح خاكٕتً .1 %%

u_jac = u_init; iter_jac = 0; 

D = diag(diag(A));  

R = A - D; 

for iter = 1:max_iter 

    u_new = D \ (B - R * u_jac); 

    if norm(u_new - u_jac, inf) < tol 

        iter_jac = iter; break; 

    end 

    u_jac = u_new; 

end 

  

صاٌذل-عرٌمح خأس .2 %%  (Gauss-Seidel) 

u_gs = u_init; iter_gs = 0; 

L_mat = tril(A); % اندزء انضفهً يرضًُاً انمغر 

U_mat = A - L_mat; 

for iter = 1:max_iter 

    u_new = L_mat \ (B - U_mat * u_gs); 

    if norm(u_new - u_gs, inf) < tol 

        iter_gs = iter; break; 

    end 

    u_gs = u_new; 

end 

  

 ILU يغ (Conjugate Gradient) عرٌمح انرذرج انًررافك .3 %%

setup.type = 'ilutp';   % َٕع انرسهٍم 

setup.droptol = 1e-6;   % ػرثح الإصماط 

[L,U] = ilu(sparse(-A), setup);   % انرسهٍم ILU 

  

[u_cg, ~, ~, iter_cg] = pcg(-A, -B, tol, max_iter, L, U); 

  

 --- (Direct Solve) انسم انفؼهً --- %%

u_exact = A\B; 

  

 --- ػرض انُرائح ٔانًمارَح --- %%

fprintf('لًٍح B(25) .% :2انُٓائٍح f\n', B(25)); 
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fprintf('------------------------------------------------

--\n'); 

fprintf('%-25s | %-15s\n', 'ػذد ' ,'انغرٌمح انًضرخذيح

 ;('انركراراخ

fprintf('------------------------------------------------

--\n'); 

fprintf('%-25s | %-15d\n', 'ًخاكٕت (Jacobi)', iter_jac); 

fprintf('%-25s | %-15d\n', ' صاٌذل-خأس  (Gauss-Seidel)', 

iter_gs); 

fprintf('%-25s | %-15d\n', 'انرذرج انًررافك (CG+ILU)', 

iter_cg); 

fprintf('------------------------------------------------

--\n'); 

  

سهٕل انُٓائٍحان --- %%  --- 

U_jac   = reshape(u_jac, n, n)';       % ًزم خاكٕت 

U_gs    = reshape(u_gs, n, n)';        % صاٌذل-زم خأس  

U_cg    = reshape(u_cg, n, n)';        %  زم انرذرج

 ILU انًررافك يغ

U_exact = reshape(u_exact, n, n)';     %  ًانسم انفؼه

 ()يثاشر

  

 --- انرصى انثلاثً الأتؼاد نهسهٕل --- %%

[X,Y] = meshgrid(x, x); 

  

figure; 

subplot(2,2,1); 

surf(X, Y, U_exact); 

title('ًانسم انفؼه (Direct Solve)'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); 

grid on; shading interp; colormap jet; 

  

subplot(2,2,2); 

surf(X, Y, U_jac); 

title('ًانسم انرمرٌث (Jacobi)'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); 

grid on; shading interp; colormap jet; 

  

subplot(2,2,3); 

surf(X, Y, U_gs); 

title('ًانسم انرمرٌث (Gauss-Seidel)'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); 

grid on; shading interp; colormap jet; 

  

subplot(2,2,4); 

surf(X, Y, U_cg); 

title('ًانسم انرمرٌث (CG+ILU)'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); 

grid on; shading interp; colormap jet; 

  

 --- y = 0.5 يمارَح انسهٕل ػُذ --- %%
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[~, idx_y] = min(abs(x - 0.5)); 

  

line_exact = U_exact(idx_y, :); 

line_jac   = U_jac(idx_y, :); 

line_gs    = U_gs(idx_y, :); 

line_cg    = U_cg(idx_y, :); 

  

figure; 

plot(x, line_exact, 'k-', 'LineWidth', 2); hold on; 

plot(x, line_jac, 'r--', 'LineWidth', 1.5); 

plot(x, line_gs, 'b-.', 'LineWidth', 1.5); 

plot(x, line_cg, 'g:', 'LineWidth', 1.5); 

legend('ًخاكٕتً','انسم انفؼه',' صاٌذل-خأس انرذرج ','

 ;('انًررافك

xlabel('x'); ylabel('u(x,0.5)'); 

title('يمارَح انسهٕل ػُذ y=0.5'); 

grid on; 

  

 --- يمارَح ػذد انركراراخ تانرصى انثٍاًَ --- %%

methods = categorical({'Jacobi','Gauss-

Seidel','CG+ILU'}); 

iters   = [iter_jac, iter_gs, iter_cg]; 

  

figure; 

bar(methods, iters); 

ylabel('ػذد انركراراخ'); 

title('انركراراخ تٍٍ عرق انسم يمارَح ػذد'); 

grid on; 

  

 --- يمارَح انفرق ػٍ انسم انفؼهً --- %%

err_jac = norm(u_jac - u_exact, inf); 

err_gs  = norm(u_gs  - u_exact, inf); 

err_cg  = norm(u_cg  - u_exact, inf); 

  

fprintf('\nًانفرق ػٍ انسم انفؼه (Norm-Inf):\n'); 

fprintf('ًخاكٕت (Jacobi): %.6f\n', err_jac); 

fprintf(' صاٌذل-خأس  (Gauss-Seidel): %.6f\n', err_gs); 

fprintf('انرذرج انًررافك (CG+ILU): %.6f\n', err_cg); 

 

  

   كىد أخش  
 

clear; clc; 

  

 --- إػذاد انشثكح .1 --- %

h = 0.25; L = 1; x = 0:h:L; n = length(x); N = n*n; 

A = zeros(N, N); B = zeros(N, 1); 

  

 --- B ٔانًردّ A تُاء يصفٕفح انُظاو .2 --- %

for j = 1:n 

    for i = 1:n 
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        k = (j-1)*n + i; 

        A(k,k) = -4; 

         

 (شرٔط ٍَٕياٌ) X اذداِ %        

        if i == 1 

            A(k,k+1) = 2; 

            B(k) = B(k) - 2*h*(x(j));   % u_x(0,y)=y 

        elseif i == n 

            A(k,k-1) = 2; 

            B(k) = B(k) - 2*h*(x(j));   % u_x(1,y)=y 

        else 

            A(k,k-1) = 1; A(k,k+1) = 1; 

        end 

         

 (شرٔط ٍَٕياٌ) Y اذداِ %        

        if j == 1 

            A(k,k+n) = 2; 

            B(k) = B(k) - 2*h*(x(i));   % u_y(x,0)=x 

        elseif j == n 

            A(k,k-n) = 2; 

            B(k) = B(k) - 2*h*(x(i));   % u_y(x,1)=x 

        else 

            A(k,k-n) = 1; A(k,k+n) = 1; 

        end 

         

 f(x,y)=0 انًصذر %        

        B(k) = B(k) + 0; 

    end 

end 

  

 ذثثٍد انًرخؼٍح %

A(1,:) = 0; A(1,1) = 1; B(1) = 0; 

  

 --- إػذاداخ انركرار --- %

tol = 1e-6; max_iter = 200000; u_init = zeros(N,1); 

  

 خاكٕتً .1 %%

u_jac = u_init; iter_jac = 0; 

D = diag(diag(A)); R = A - D; 

for iter = 1:max_iter 

    u_new = D \ (B - R*u_jac); 

    if norm(u_new - u_jac, inf) < tol 

        iter_jac = iter; break; 

    end 

    u_jac = u_new; 

end 

  

صاٌذل-خأس .2 %%  

u_gs = u_init; iter_gs = 0; 

L_mat = tril(A); U_mat = A - L_mat; 

for iter = 1:max_iter 
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    u_new = L_mat \ (B - U_mat*u_gs); 

    if norm(u_new - u_gs, inf) < tol 

        iter_gs = iter; break; 

    end 

    u_gs = u_new; 

end 

  

 انرذرج انًررافك تذٌٔ شرط يضثك .3 %%

AtA = A'*A; AtB = A'*B; 

[u_cg_noPrec, ~, ~, iter_noPrec] = pcg(AtA, AtB, tol, 

max_iter); 

  

 ILU انرذرج انًررافك يغ .4 %%

setup.type = 'ilutp'; setup.droptol = 1e-6; 

[L,U] = ilu(sparse(AtA), setup); 

[u_cg_ILU, ~, ~, iter_ILU] = pcg(AtA, AtB, tol, max_iter, 

L, U); 

  

 --- إػادج ذشكٍم انسهٕل --- %%

U_jac   = reshape(u_jac, n, n)';    

U_gs    = reshape(u_gs, n, n)';    

U_cg_noPrec = reshape(u_cg_noPrec, n, n)';    

U_cg    = reshape(u_cg_ILU, n, n)';    

  

 --- انسم انرسهٍهً --- %%

[X,Y] = meshgrid(x,x); 

U_analytical = X .* Y; 

  

 --- ػرض ػذد انركراراخ نكم عرٌمح --- %%

fprintf('\nػذد انركراراخ نكم عرٌمح:\n'); 

fprintf('ًخاكٕت (Jacobi): %d\n', iter_jac); 

fprintf(' صاٌذل-خأس  (Gauss-Seidel): %d\n', iter_gs); 

fprintf('انرذرج انًررافك (CG تذٌٔ شرط يضثك): %d\n', 

iter_noPrec); 

fprintf('انرذرج انًررافك (CG+ILU): %d\n', iter_ILU); 

  

  

  

-رصى ثلاثً الأتؼاد نهسم انؼذدي )يثلاً تاصرخذاو خأس --- %%

 --- (صاٌذل

figure; 

surf(X, Y, U_gs);  

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); 

title(' صاٌذل-انسم انؼذدي تاصرخذاو خأس '); 

shading interp; colorbar; grid on; 
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 ( PCGM , CGM , GSM , JM( ثبنطشق انزكشاسَخ )2.6كىد حم انًضبل ). 6

 

 

clear; clc; 

  

انشثكحإػذاد  .1 --- %  --- 

h = 0.05; L = 1; x = 0:h:L; n = length(x); N = n*n; 

A = zeros(N, N); B = zeros(N, 1); 

  

 --- B ٔانًردّ A تُاء يصفٕفح انُظاو .2 --- %

for j = 1:n 

    for i = 1:n 

        k = (j-1)*n + i; 

        A(k,k) = -4;   %  دائًاً  4-انمغر ٌثمى  

         

 (شرٔط ٍَٕياٌ) X اذداِ %        

        if i == 1 

            A(k,k+1) = 2;   % u_x(0,y)=0 --> 

u(0,y)=u(2,y) 

        elseif i == n 

            A(k,k-1) = 2;   % u_x(1,y)=y^2 

            B(k) = B(k) - 2*h*(x(j)^2); 

        else 

            A(k,k-1) = 1; A(k,k+1) = 1; 

        end 

         

 (شرٔط ٍَٕياٌ) Y اذداِ %        

        if j == 1 

            A(k,k+n) = 2;   % u_y(x,0)=0 --> 

u(x,0)=u(x,2) 

        elseif j == n 

            A(k,k-n) = 2;   % u_y(x,1)=x^2 

            B(k) = B(k) - 2*h*(x(i)^2); 

        else 

            A(k,k-n) = 1; A(k,k+n) = 1; 

        end 

         

 (f(x,y)=x^2+y^2 انسذ الأًٌٍ )انًصذر %        

        B(k) = B(k) + h^2*(x(i)^2 + x(j)^2); 

    end 

end 

  

 ذثثٍد انًرخؼٍح %

A(1,:) = 0; A(1,1) = 1; B(1) = 0; 

  

 --- إػذاداخ انًمارَح --- %

tol = 1e-6; max_iter = 200000; u_init = zeros(N,1); 

  

صاٌذل-عرٌمح خأس .1 %%  (Gauss-Seidel) 

u_gs = u_init; iter_gs = 0; 

L_mat = tril(A); U_mat = A - L_mat; 
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for iter = 1:max_iter 

    u_new = L_mat \ (B - U_mat*u_gs); 

    if norm(u_new - u_gs, inf) < tol 

        iter_gs = iter; break; 

    end 

    u_gs = u_new; 

end 

  

 --- انسم انًثاشر --- %%

u_exact = A\B; 

  

 --- إػادج ذشكٍم انسهٕل --- %%

U_gs    = reshape(u_gs, n, n)'; 

U_exact = reshape(u_exact, n, n)'; 

  

 --- انسم انرسهٍهً --- %%

[X,Y] = meshgrid(x,x); 

U_analytical = 0.5*(X.*Y).^2; 

  

 --- يمارَح انفرق ػٍ انسم انرسهٍهً --- %%

err_gs  = norm(U_gs(:)  - U_analytical(:), inf); 

err_ex  = norm(U_exact(:)- U_analytical(:), inf); 

  

fprintf(' صاٌذل-ػذد انركراراخ تغرٌمح خأس : %d\n', 

iter_gs); 

fprintf(' انرسهٍهًانفرق ػٍ انسم   (Gauss-Seidel): %.6f\n', 

err_gs); 

fprintf('ًانفرق ػٍ انسم انرسهٍه (Direct): %.6f\n', 

err_ex); 

  

صاٌذل )يهٌٕ يغ شثكح -رصى انسم انؼذدي تغرٌمح خأس --- %%

 --- (ٔاضسح

figure; 

mesh(X,Y,U_gs,'EdgeColor','k');   %  شثكح تخغٕط صٕداء

 ٔاضسح

hold on; 

surf(X,Y,U_gs,'FaceAlpha',0.7);   % صغر يهٌٕ شثّ شفاف 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); 

shading interp; colormap parula;  %  أنٕاٌ أخف نظٕٓر

 انشثكح

grid on; 

  

 --- رصى انسم انرسهٍهً كضغر كايم ٔيهٌٕ --- %%

figure; 

surf(X,Y,U_analytical); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); 

shading interp; colormap jet;     % صغر يهٌٕ َاػى 

grid on; 
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 كىد آخش 

 
 

clear; clc; 

  

 --- إػذاد انشثكح .1 --- %

h = 0.1; L = 1; x = 0:h:L; n = length(x); N = n*n; 

A = zeros(N, N); B = zeros(N, 1); 

  

 --- B ٔانًردّ A تُاء يصفٕفح انُظاو .2 --- %

for j = 1:n 

    for i = 1:n 

        k = (j-1)*n + i; 

        A(k,k) = -4; 

         

 (شرٔط ٍَٕياٌ) X اذداِ %        

        if i == 1 

            A(k,k+1) = 2; 

        elseif i == n 

            A(k,k-1) = 2; 

            B(k) = B(k) - 2*h*(x(j)^2); 

        else 

            A(k,k-1) = 1; A(k,k+1) = 1; 

        end 

         

 (شرٔط ٍَٕياٌ) Y اذداِ %        

        if j == 1 

            A(k,k+n) = 2; 

        elseif j == n 

            A(k,k-n) = 2; 

            B(k) = B(k) - 2*h*(x(i)^2); 

        else 

            A(k,k-n) = 1; A(k,k+n) = 1; 

        end 

         

 f(x,y)=x^2+y^2 انًصذر %        

        B(k) = B(k) + h^2*(x(i)^2 + x(j)^2); 

    end 

end 

  

 ذثثٍد انًرخؼٍح %

A(1,:) = 0; A(1,1) = 1; B(1) = 0; 

  

 --- إػذاداخ انركرار --- %

tol = 1e-6; max_iter = 200000; u_init = zeros(N,1); 

  

 خاكٕتً .1 %%

u_jac = u_init; iter_jac = 0; 

D = diag(diag(A)); R = A - D; 

for iter = 1:max_iter 

    u_new = D \ (B - R*u_jac); 
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    if norm(u_new - u_jac, inf) < tol 

        iter_jac = iter; break; 

    end 

    u_jac = u_new; 

end 

  

صاٌذل-خأس .2 %%  

u_gs = u_init; iter_gs = 0; 

L_mat = tril(A); U_mat = A - L_mat; 

for iter = 1:max_iter 

    u_new = L_mat \ (B - U_mat*u_gs); 

    if norm(u_new - u_gs, inf) < tol 

        iter_gs = iter; break; 

    end 

    u_gs = u_new; 

end 

  

انًررافك تذٌٔ شرط يضثكانرذرج  .3 %%  

AtA = A'*A; AtB = A'*B; 

[u_cg_noPrec, ~, ~, iter_noPrec] = pcg(AtA, AtB, tol, 

max_iter); 

  

 ILU انرذرج انًررافك يغ .4 %%

setup.type = 'ilutp'; setup.droptol = 1e-6; 

[L,U] = ilu(sparse(AtA), setup); 

[u_cg_ILU, ~, ~, iter_ILU] = pcg(AtA, AtB, tol, max_iter, 

L, U); 

  

 --- إػادج ذشكٍم انسهٕل --- %%

U_jac   = reshape(u_jac, n, n)';    

U_gs    = reshape(u_gs, n, n)';    

U_cg_noPrec = reshape(u_cg_noPrec, n, n)';    

U_cg    = reshape(u_cg_ILU, n, n)';    

  

 --- انسم انرسهٍهً --- %%

[X,Y] = meshgrid(x,x); 

U_analytical = 0.5*(X.*Y).^2; 

  

 --- ػرض ػذد انركراراخ نكم عرٌمح --- %%

fprintf('\nػذد انركراراخ نكم عرٌمح:\n'); 

fprintf('ًخاكٕت (Jacobi): %d\n', iter_jac); 

fprintf(' صاٌذل-خأس  (Gauss-Seidel): %d\n', iter_gs); 

fprintf('انرذرج انًررافك (CG تذٌٔ شرط يضثك): %d\n', 

iter_noPrec); 

fprintf('انرذرج انًررافك (CG+ILU): %d\n', iter_ILU); 

  

 = y يمارَح انسم انرسهٍهً يغ انغرق انركرارٌح ػُذ --- %%

0.5 --- 

y_line = 0.5; 

x_line = 0:0.01:1; 

u_analytic_line = 0.5*(x_line.*y_line).^2; 
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[~, idx_y] = min(abs(x - y_line)); 

  

u_jac_line   = U_jac(idx_y, :); 

u_gs_line    = U_gs(idx_y, :); 

u_cg_noPrec_line = U_cg_noPrec(idx_y, :); 

u_cg_line    = U_cg(idx_y, :); 

  

figure; 

plot(x_line, u_analytic_line, 'k-', 'LineWidth', 2); hold 

on; 

plot(x, u_jac_line, 'r*-', 'LineWidth', 1.5); 

plot(x, u_gs_line, 'gs-', 'LineWidth', 1.5); 

plot(x, u_cg_noPrec_line, 'bd-', 'LineWidth', 1.5); 

plot(x, u_cg_line, 'm^-', 'LineWidth', 1.5); 

  

xlabel('x'); ylabel('u(x,0.5)'); 

title('يمارَح انسم انرسهٍهً يغ انغرق انركرارٌح ػُذ 

y=0.5'); 

legend('ًانسم انرسهٍه u(x,y)=0.5(xy)^2', ... 

 ... ,'(Jacobi) خاكٕتً'       

       ' صاٌذل-خأس  (Gauss-Seidel)', ... 

 ... ,'(تذٌٔ شرط يضثك CG) انرذرج انًررافك'       

 ... ,'(CG+ILU) انرذرج انًررافك'       

       'Location','Best'); 

grid on; 

 

 

 ( PCGM , CGM , GSM , JM( ثبنطشق انزكشاسَخ )2.7انًضبل )كىد حم . 7

 

 

clear; clc; 

  

 --- B ٔانًردّ A تُاء انًصفٕفح --- %

h = 0.25; 

x_points = 0.25:h:0.75;  

y_points = 0:h:0.75;  

nx_m = length(x_points); 

ny_m = length(y_points); 

N_red = nx_m * ny_m; 

  

A = zeros(N_red, N_red); 

B = zeros(N_red, 1); 

  

for j = 1:ny_m 

    y_val = y_points(j); 

    for i = 1:nx_m 

        x_val = x_points(i); 

        k = (j-1)*nx_m + i; 

        A(k,k) = -4; 
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 x اندٍراٌ فً اذداِ %        

        if i > 1 

            A(k, k-1) = 1; 

        else 

            B(k) = B(k) - (-y_val); 

        end 

        if i < nx_m 

            A(k, k+1) = 1; 

        else 

            B(k) = B(k) - (1 - y_val); 

        end 

         

 y اندٍراٌ فً اذداِ %        

        if j == 1 

            A(k, k+nx_m) = 2; 

            B(k) = B(k) + (2 * h * 1); 

        else 

            A(k, k-nx_m) = 1; 

            if j < ny_m 

                A(k, k+nx_m) = 1; 

            else 

                B(k) = B(k) - (x_val - 1); 

            end 

        end 

    end 

end 

  

انركرارإػذاداخ  --- %  --- 

tol = 1e-6; 

max_iter = 1000; 

u_init = zeros(N_red,1); 

  

 خاكٕتً .1 %%

u_jac = u_init; iter_jac = 0; 

D = diag(diag(A)); 

R = A - D; 

for iter = 1:max_iter 

    u_new = D \ (B - R*u_jac); 

    if norm(u_new - u_jac, inf) < tol 

        iter_jac = iter; break; 

    end 

    u_jac = u_new; 

end 

  

صاٌذل-خأس .2 %%  

u_gs = u_init; iter_gs = 0; 

L_mat = tril(A); 

U_mat = A - L_mat; 

for iter = 1:max_iter 

    u_new = L_mat \ (B - U_mat*u_gs); 
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    if norm(u_new - u_gs, inf) < tol 

        iter_gs = iter; break; 

    end 

    u_gs = u_new; 

end 

  

 انرذرج انًررافك تذٌٔ شرط يضثك .3 %%

AtA = A'*A; 

AtB = A'*B; 

[u_cg_noPrec, flag_noPrec, relres_noPrec, iter_noPrec] = 

pcg(AtA, AtB, tol, max_iter); 

  

 لٕي ILU انرذرج انًررافك يغ .4 %%

setup.type = 'ilutp'; 

setup.droptol = 1e-6; 

[L,U] = ilu(sparse(AtA), setup); 

[u_cg_ILU, flag_ILU, relres_ILU, iter_ILU] = pcg(AtA, 

AtB, tol, max_iter, L, U); 

  

 --- Command Window ػرض ػذد انركراراخ فمظ فً انـ --- %%

fprintf('\nػذد انركراراخ نكم عرٌمح:\n'); 

fprintf('ًخاكٕت (Jacobi): %d\n', iter_jac); 

fprintf(' صاٌذل-خأس  (Gauss-Seidel): %d\n', iter_gs); 

fprintf('انرذرج انًررافك (CG تذٌٔ شرط يضثك): %d\n', 

iter_noPrec); 

fprintf('انرذرج انًررافك (CG+ILU لٕي): %d\n', iter_ILU); 

  

 --- إػادج ذشكٍم انسهٕل إنى يصفٕفح ثُائٍح الأتؼاد --- %%

[X,Y] = meshgrid(x_points, y_points); 

U_jac   = reshape(u_jac,   nx_m, ny_m)';    

U_gs    = reshape(u_gs,    nx_m, ny_m)';    

U_cg_noPrec = reshape(u_cg_noPrec,nx_m, ny_m)';    

U_cg    = reshape(u_cg_ILU,nx_m, ny_m)';    

  

 --- u(x,y) = x - y انسم انرسهٍهً --- %%

U_analytic = X - Y; 

  

 = y يمارَح انسم انرسهٍهً يغ انغرق انركرارٌح ػُذ --- %%

0.75 --- 

y_line = 0.75;                           

x_line = 0:0.01:1;                       

u_analytic_line = x_line - y_line;       

  

 فً انشثكح y=0.75 ألرب َمغح %

[~, idx_y] = min(abs(y_points - y_line)); 

  

u_jac_line   = U_jac(idx_y, :); 

u_gs_line    = U_gs(idx_y, :); 

u_cg_noPrec_line = U_cg_noPrec(idx_y, :); 

u_cg_line    = U_cg(idx_y, :); 
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 انًمارَح رصى %

figure; 

plot(x_line, u_analytic_line, 'k-', 'LineWidth', 2); hold 

on; 

plot(x_points, u_jac_line, 'r*-', 'LineWidth', 1.5); 

plot(x_points, u_gs_line, 'gs-', 'LineWidth', 1.5); 

plot(x_points, u_cg_noPrec_line, 'bd-', 'LineWidth', 

1.5); 

plot(x_points, u_cg_line, 'm^-', 'LineWidth', 1.5); 

  

xlabel('x'); ylabel('u(x,0.75)'); 

title('يمارَح انسم انرسهٍهً يغ انغرق انركرارٌح ػُذ 

y=0.75'); 

legend('ًانسم انرسهٍه u(x,y)=x-y', ... 

 ... ,'(Jacobi) خاكٕتً'       

       ' صاٌذل-خأس  (Gauss-Seidel)', ... 

 ... ,'(تذٌٔ شرط يضثك CG) انرذرج انًررافك'       

 ... ,'(CG+ILU) انرذرج انًررافك'       

       'Location','Best'); 

grid on; 

 

 

 ( PCGM , CGM , GSM , JM( ثبنطشق انزكشاسَخ )2.8كىد حم انًضبل ). 8

 

clear; clc; 

  

 --- إػذاداخ انشثكح .1 --- %

h = 0.05; 

x_points = h:h:1.0;     

y_points = h:h:1;   

nx = length(x_points); 

ny = length(y_points); 

N = nx * ny;           % 12 ػمذج 

  

A = zeros(N, N); 

B = zeros(N, 1); 

  

 --- B ٔانًردّ A تُاء انًصفٕفح .2 --- %

for j = 1:ny 

    y_val = y_points(j); 

    for i = 1:nx 

        k = (j-1)*nx + i; 

        x_val = x_points(i); 

        A(k,k) = -4; 

        

 X اذداِ %        

        if i == 1 

            A(k, k+1) = 1; 

            B(k) = B(k) - 0; % Dirichlet u(0,y)=0 
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        elseif i < nx 

            A(k, k-1) = 1; A(k, k+1) = 1; 

        else % Neumann ػُذ x=1 

            A(k, k-1) = 2; 

            B(k) = B(k) - 2*h*exp(y_val); 

        end 

        

 Y اذداِ %        

        if j == 1 

            B(k) = B(k) - x_val; % Dirichlet u(x,0)=x 

            if i < nx, A(k, k+nx) = 1; end 

        elseif j == ny 

            B(k) = B(k) - x_val*exp(1); % Dirichlet 

u(x,1)=x*e 

            A(k, k-nx) = 1; 

        else 

            A(k, k-nx) = 1; A(k, k+nx) = 1; 

        end 

        B(k) = B(k) + h^2 * (x_val * exp(y_val)); % 

 f انًصذر

    end 

end 

  

 --- انسهٕل انركرارٌح .3 --- %

tol = 1e-6; max_iter = 2000; u0 = zeros(N, 1); 

  

% Jacobi 

D = diag(diag(A)); R = A - D; 

u_jac = u0; iter_jac = max_iter; 

for it = 1:max_iter 

    u_new = D \ (B - R*u_jac); 

    if norm(u_new - u_jac, inf) < tol 

        iter_jac = it; break; 

    end 

    u_jac = u_new; 

end 

  

% Gauss-Seidel 

L_gs = tril(A); U_gs = A - L_gs; 

u_gs = u0; iter_gs = max_iter; 

for it = 1:max_iter 

    u_new = L_gs \ (B - U_gs*u_gs); 

    if norm(u_new - u_gs, inf) < tol 

        iter_gs = it; break; 

    end 

    u_gs = u_new; 

end 

  

% CG 

AtA = A' * A; AtB = A' * B; 

[u_cg, ~, ~, iter_cg] = pcg(AtA, AtB, tol, max_iter); 
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% CG + ILU 

[L_ilu, U_ilu] = ilu(sparse(AtA)); 

[u_ilu, ~, ~, iter_ilu] = pcg(AtA, AtB, tol, max_iter, 

L_ilu, U_ilu); 

  

 --- انسم انرسهٍهً .4 --- %

u_exact = zeros(N,1); 

for k=1:N 

    c = mod(k-1, nx) + 1; r = ceil(k/nx); 

    u_exact(k) = (c*h) * exp(r*h); 

end 

  

 --- إػادج ذشكٍم انسهٕل نهًصفٕفح .5 --- %

U_exact = reshape(u_exact, nx, ny)'; 

U_jac   = reshape(u_jac,   nx, ny)'; 

U_gs    = reshape(u_gs,    nx, ny)'; 

U_cg    = reshape(u_cg,    nx, ny)'; 

U_ilu   = reshape(u_ilu,   nx, ny)'; 

  

[X,Y] = meshgrid(x_points, y_points); 

  

 --- رصٕياخ انضغر انًهَٕح ٔانًهضاء .6 --- %

figure; 

surf(X,Y,U_exact); 

shading interp; colormap jet; colorbar; 

%title('ًانسم انرسهٍه (Exact Solution) - ٌٕصغر أيهش يه'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); grid on; 

  

figure; 

surf(X,Y,U_jac); 

%shading interp; colormap parula; colorbar; 

%title('ًانسم تداكٕت (Jacobi) - ٌٕصغر يه'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); grid on; 

  

figure; 

surf(X,Y,U_gs); 

%shading interp; colormap hot; colorbar; 

%title(' صاٌذل-انسم تدأس  (Gauss-Seidel) - ٌٕصغر يه'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); grid on; 

  

figure; 

surf(X,Y,U_cg); 

%shading interp; colormap cool; colorbar; 

%title(' ررافكانسم تانرذرج انً  (CG) - ٌٕصغر يه'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); grid on; 

  

figure; 

surf(X,Y,U_ilu); 

%shading interp; colormap spring; colorbar; 

%title('انسم تانرذرج انًررافك يغ ILU - ٌٕصغر يه'); 
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xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('u(x,y)'); grid on; 

 

 

 كىد آخش 

 
clear; clc; 

  

 --- إػذاداخ انشثكح .1 --- %

h = 0.25; 

x_points = h:h:1.0;     

y_points = h:h:1;   

nx = length(x_points); 

ny = length(y_points); 

N = nx * ny;           % 12 ػمذج 

  

A = zeros(N, N); 

B = zeros(N, 1); 

  

 --- B ٔانًردّ A تُاء انًصفٕفح .2 --- %

for j = 1:ny 

    y_val = y_points(j); 

    for i = 1:nx 

        k = (j-1)*nx + i; 

        x_val = x_points(i); 

        A(k,k) = -4; 

        

 X اذداِ %        

        if i == 1 

            A(k, k+1) = 1; 

            B(k) = B(k) - 0; % Dirichlet u(0,y)=0 

        elseif i < nx 

            A(k, k-1) = 1; A(k, k+1) = 1; 

        else % Neumann ػُذ x=1 

            A(k, k-1) = 2; 

            B(k) = B(k) - 2*h*exp(y_val); 

        end 

        

 Y اذداِ %        

        if j == 1 

            B(k) = B(k) - x_val; % Dirichlet u(x,0)=x 

            if i < nx, A(k, k+nx) = 1; end 

        elseif j == ny 

            B(k) = B(k) - x_val*exp(1); % Dirichlet 

u(x,1)=x*e 

            A(k, k-nx) = 1; 

        else 

            A(k, k-nx) = 1; A(k, k+nx) = 1; 

        end 

        B(k) = B(k) + h^2 * (x_val * exp(y_val)); % 

 f انًصذر

    end 
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end 

  

 --- انسهٕل انركرارٌح .3 --- %

tol = 1e-6; max_iter = 2000; u0 = zeros(N, 1); 

  

% Jacobi 

D = diag(diag(A)); R = A - D; 

u_jac = u0; iter_jac = max_iter; 

for it = 1:max_iter 

    u_new = D \ (B - R*u_jac); 

    if norm(u_new - u_jac, inf) < tol 

        iter_jac = it; break; 

    end 

    u_jac = u_new; 

end 

  

% Gauss-Seidel 

L_gs = tril(A); U_gs = A - L_gs; 

u_gs = u0; iter_gs = max_iter; 

for it = 1:max_iter 

    u_new = L_gs \ (B - U_gs*u_gs); 

    if norm(u_new - u_gs, inf) < tol 

        iter_gs = it; break; 

    end 

    u_gs = u_new; 

end 

  

% CG 

AtA = A' * A; AtB = A' * B; 

[u_cg, ~, ~, iter_cg] = pcg(AtA, AtB, tol, max_iter); 

  

% CG + ILU 

[L_ilu, U_ilu] = ilu(sparse(AtA)); 

[u_ilu, ~, ~, iter_ilu] = pcg(AtA, AtB, tol, max_iter, 

L_ilu, U_ilu); 

  

 --- انسم انرسهٍهً .4 --- %

u_exact = zeros(N,1); 

for k=1:N 

    c = mod(k-1, nx) + 1; r = ceil(k/nx); 

    u_exact(k) = (c*h) * exp(r*h); 

end 

  

انسهٕل نهًصفٕفحإػادج ذشكٍم  .5 --- %  --- 

U_exact = reshape(u_exact, nx, ny)'; 

U_jac   = reshape(u_jac,   nx, ny)'; 

U_gs    = reshape(u_gs,    nx, ny)'; 

U_cg    = reshape(u_cg,    nx, ny)'; 

U_ilu   = reshape(u_ilu,   nx, ny)'; 

  

[X,Y] = meshgrid(x_points, y_points); 
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 --- (اخرلاف يكاٌ ٌظٓر فٍّ) y=0.75 اخرٍار انصف ػُذ .6 --- %

[~, iy_target] = min(abs(y_points - 0.75)); 

  

exact_line = U_exact(iy_target,:); 

jac_line   = U_jac(iy_target,:); 

gs_line    = U_gs(iy_target,:); 

cg_line    = U_cg(iy_target,:); 

ilu_line   = U_ilu(iy_target,:); 

  

 --- رصى خظ يمارَح تٍٍ انسم انفؼهً ٔانرمرٌثً .7 --- %

figure; 

plot(x_points, exact_line, '-o','LineWidth',2); 

hold on; 

plot(x_points, jac_line, '--s','LineWidth',1.5); 

plot(x_points, gs_line, '--d','LineWidth',1.5); 

plot(x_points, cg_line, '--^','LineWidth',1.5); 

plot(x_points, ilu_line,'--x','LineWidth',1.5); 

legend('ًانسم انفؼه','Jacobi','Gauss-

Seidel','CG','CG+ILU','Location','best'); 

xlabel('x'); ylabel('u(x,y=0.75)'); 

title('يمارَح انسم انفؼهً يغ انسهٕل انرمرٌثٍح ػُذ 

y=0.75'); 

grid on; 

 

 

 ( PCGM , CGM , GSM , JMثبنطشق انزكشاسَخ ) (2.9كىد حم انًضبل ). 9

 
clear; clc; 

  

 --- إػذاداخ انشثكح .1 --- %

h = 0.05; 

x_points = h:h:1.0;  

y_points = h:h:0.75; 

nx = length(x_points); ny = length(y_points); N = nx * 

ny; 

  

A = zeros(N, N); B = zeros(N, 1); 

  

 --- (A ٔ B) تُاء انًُظٕيح .2 --- %

for j = 1:ny 

    y_val = y_points(j); 

    for i = 1:nx 

        k = (j-1)*nx + i; x_val = x_points(i); 

        A(k,k) = 65; 

        

        if i == 1 

            if nx > 1, A(k, k+1) = -16; end 

            B(k) = B(k) + 16 * y_val; 

        elseif i < nx 

            A(k, k-1) = -16; A(k, k+1) = -16; 
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        else 

            A(k, k-1) = -32; B(k) = B(k) + 8; 

        end 

        

        if j == 1 

            B(k) = B(k) + 16 * x_val; 

            if ny > 1, A(k, k+nx) = -16; end 

        elseif j == ny 

            B(k) = B(k) + 16 * (x_val + 1); 

            A(k, k-nx) = -16; 

        else 

            A(k, k-nx) = -16; A(k, k+nx) = -16; 

        end 

        B(k) = B(k) + (x_val + y_val); 

    end 

end 

  

A_sparse = sparse((A + A') / 2); 

  

 --- انسهٕل .3 --- %

tol = 1e-7; max_iter = 5000; u0 = zeros(N,1); 

  

% Jacobi 

D_jac = diag(diag(A_sparse)); R_jac = A_sparse - D_jac; 

u_jac = u0; iter_jac = max_iter; 

for it = 1:max_iter 

    u_new = D_jac \ (B - R_jac * u_jac); 

    if norm(u_new - u_jac, inf) < tol 

        iter_jac = it; break; 

    end 

    u_jac = u_new; 

end 

  

% Gauss-Seidel 

L_gs = tril(A_sparse); U_gs = A_sparse - L_gs; 

u_gs = u0; iter_gs = max_iter; 

for it = 1:max_iter 

    u_new = L_gs \ (B - U_gs * u_gs); 

    if norm(u_new - u_gs, inf) < tol 

        iter_gs = it; break; 

    end 

    u_gs = u_new; 

end 

  

% CG 

[u_cg, ~, ~, iter_cg] = pcg(A_sparse, B, tol, max_iter); 

  

% PCG + ILU 

[L_ilu, U_ilu] = ilu(A_sparse, struct('type','nofill')); 

[u_ilu, ~, ~, iter_ilu] = pcg(A_sparse, B, tol, max_iter, 

L_ilu, U_ilu); 
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 --- u(x,y)=x+y انسم انرسهٍهً .4 --- %

u_exact = zeros(N,1); 

for k=1:N 

    c = mod(k-1, nx) + 1;  

    r = ceil(k/nx); 

    u_exact(k) = (c*h) + (r*h);  

end 

  

 --- إػادج ذشكٍم انسهٕل .5 --- %

U_exact = reshape(u_exact, [nx, ny])'; 

U_jac   = reshape(u_jac,   [nx, ny])'; 

U_gs    = reshape(u_gs,    [nx, ny])'; 

U_cg    = reshape(u_cg,    [nx, ny])'; 

U_ilu   = reshape(u_ilu,   [nx, ny])'; 

  

[X,Y] = meshgrid(x_points, y_points); 

  

 --- رصى انضغٕذ .6 --- %

  

figure; surf(X,Y,U_jac);  

title('انسم انؼذدي تغرٌمح Jacobi'); xlabel('x'); 

ylabel('y'); zlabel('u'); grid on; 

  

figure; surf(X,Y,U_gs);  

title('انسم انؼذدي تغرٌمح Gauss-Seidel'); xlabel('x'); 

ylabel('y'); zlabel('u'); grid on; 

  

figure; surf(X,Y,U_cg);  

title('انسم انؼذدي تغرٌمح CG'); xlabel('x'); ylabel('y'); 

zlabel('u'); grid on; 

  

figure; surf(X,Y,U_ilu);  

title('انسم انؼذدي تغرٌمح PCG+ILU'); xlabel('x'); 

ylabel('y'); zlabel('u'); grid on; 

  

 --- y=0.75 يمارَح خغٍح ػُذ .7 --- %

[~, j_slice] = min(abs(y_points - 0.75)); 

exact_line = U_exact(j_slice,:); 

jac_line   = U_jac(j_slice,:); 

gs_line    = U_gs(j_slice,:); 

cg_line    = U_cg(j_slice,:); 

ilu_line   = U_ilu(j_slice,:); 

  

figure; 

plot(x_points, exact_line, '-o','LineWidth',2); 

hold on; 

plot(x_points, jac_line, '--s','LineWidth',1.5); 

plot(x_points, gs_line, '--d','LineWidth',1.5); 

plot(x_points, cg_line, '--^','LineWidth',1.5); 

plot(x_points, ilu_line,'--x','LineWidth',1.5); 
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legend('ًانسم انرسهٍه','Jacobi','Gauss-

Seidel','CG','PCG+ILU','Location','best'); 

xlabel('x'); ylabel('u(x,y=0.75)'); 

title('يمارَح انسم انرسهٍهً يغ انسهٕل انركرارٌح ػُذ 

y=0.75'); 

grid on; 

  

 --- ػرض ػذد انركراراخ .8 --- %

fprintf('ػذد انركراراخ نكم عرٌمح:\n'); 

fprintf('Jacobi: %d\n', iter_jac); 

fprintf('Gauss-Seidel: %d\n', iter_gs); 

fprintf('CG: %d\n', iter_cg); 

fprintf('PCG+ILU: %d\n', iter_ilu); 
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Abstract 

    In this thesis we will study and apply some numerical methods to solve 

some important  elliptic partial differential equations, like the Laplace 

equation, Poisson equation, and the Helmholtz equation.  

By applying the Finite Difference Method (FDM) to elliptic equations, 

the problem is discretized and transformed to linear equations systems. 

 To solve these linear systems, we use some iterative methods, like Jacobi 

Method (JM), the Gauss–Seidel Method (GSM), and the Conjugate 

Gradient Method (CGM), and the Preconditioned Conjugate Gradient 

Method (PCGM). 

We will compare the results of these methods and determine which 

approach achieves the fastest convergence toward the approximate 

solution. 
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